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QUESTION N°  1 - Equation aux dimensions (2 points) 

Parmi les trois propositions données ci-dessous, quelle est l'expression de la période propre (T0) 
d'un dispositif solide-ressort de masse m et de raideur k? La réponse devra être justifiée uniquement 
par analyse dimensionnelle.  
 

a.     T0 = 2 π   b.     T0 = 2 π   c.     T0 = 2 π   

 
 

QUESTION N° 2 - Gaz parfait (2 points) 
 
On donne : R = 8,314 SI 
 
1°- Ecrire l’équation d’état de n moles d’un gaz parfait dans l’état P, V, T . En déduire l’unité de R. 
 
2°- Calculer numériquement la valeur du volume molaire d’un gaz parfait à une pression de 1 atm et 

une température de 0°C. On donne 1 atm = 1,013*105 Pa. 
 
Soit m la masse d’une quantité d’un gaz parfait de masse molaire M. 
 
3°- Trouver une autre expression de l’équation d’état de ce gaz faisant intervenir m et une constante 

r à définir. Préciser l’unité de r. 
 
4°- On considère que l’air est un gaz parfait. Sa masse molaire est M = 28,964 g. 

Calculer la valeur de r pour l’air.  
 
5°- Donner une troisième expression de l’équation des gaz parfaits faisant intervenir la masse 

volumique ρ de ce gaz. 
 
 
 
QUESTION N° 3 - Condition de non collision (3 points) 
 
Un avion A vole derrière un avion B dans la même direction ; leurs vitesses par rapport à l’air sont 
respectivement VA et VB (avec VA > VB). 
 
A l’instant t = 0, l’avion A est à une distance d derrière B, et le pilote de l’avion A sort les 
aérofreins, provoquant une décélération a (en valeur absolue), que l’on suppose constante. 
 
1°- Calculer la vitesse relative VrA de l’avion A par rapport à l’avion B à l’instant t. 
 
2°- En déduire la distance D(t) de l’avion A derrière l’avion B en fonction du temps. 
 

3°- Démontrer que, pour qu’il y ait collision entre A et B, il est nécessaire que : 2adVV BA >−  
 



 

QUESTION N° 4 - Mesure de la masse d'un astronaute (2 points) 
 
Comment peser un astronaute dans une navette spatiale où règne l'impesanteur ? Alors que 
l'utilisation d'un pèse-personne n'est plus possible, les scientifiques ont imaginé le dispositif 
suivant : l'astronaute de masse M se place dans une cabine mobile de masse m = 20 kg le long d'un 
rail à coussin d'air. La cabine peut osciller sous l'action de deux ressorts de raideur k1 = 2000 N.m-1. 
Lorsque la soufflerie d'air fonctionne, les frottements sur le rail sont négligeables. 
 
Lors des tests du dispositif sur Terre, l'astronaute installé dans sa cabine provoque un déplacement 
Xm = 0,5 m du centre d'inertie G en tirant sur un câble. A l'instant t0 = 0 s, il lâche le câble avec une 
vitesse initiale nulle et laisse osciller l'ensemble S sur le rail à coussin d'air disposé horizontalement. 
 
1°- Etablir l'équation différentielle qui régit le mouvement de G et la résoudre. 
 
2°- Expliquer pourquoi le dispositif peut être utilisé en impesanteur. 
 
3°- Application numérique : la période des oscillations mesurée est de 1 seconde. Calculer la masse 

de l’astronaute. 
 
4°- L’imprécision sur la masse de la cabine est de 50 g, sur la raideur du ressort de 0,1 % et sur la 

période du mouvement de 0,001 s. Calculer l’imprécision sur la mesure de l’astronaute. 
 

 
 
 

 

 

QUESTION N° 5 - Le grand saut (4 + 3 points) 

Le 14 octobre 2012, Félix Baumgartner, parachutiste autrichien de 43 ans est entré dans l'histoire. 
En s'élançant de 39,045km au-dessus de la base américaine de Roswell, il a réalisé l'exploit de 
passer le mur du son durant sa chute, pour atteindre la vitesse de 1342,8 km.h-1. 

Cette question et la suivante reviennent sur les grandes étapes de ce saut historique. Malgré 
tout, ces deux questions sont indépendantes. 

 

Partie A : la montée en ballon 

Le ballon qui doit permettre la montée dans la haute atmosphère est constitué d'une enveloppe 
sphérique fermée à laquelle est attachée une nacelle pressurisée emportant le sauteur avec son 
équipement. Ce ballon est gonflé avec de l'hélium. Le jour du saut, les conditions atmosphériques 
sont standards et l’on considère que la base d’essai est au niveau de la mer. 



Données : 

• masse totale de l'ensemble {ballon ; nacelle ; sauteur} : m = 1,6 x 103 kg ; 

• intensité de la pesanteur au sol : g = 9,8 m.s-2 ; 

• masse volumique de l'air au sol : ρ0 = 1225 g.m-3 ;  

• constante des gaz parfaits R = 287 J / (kg.K). 
 

On rappelle aussi que la loi d’atmosphère standard reliant pression et altitude découle : 

- de conditions standard au niveau de la mer :  p0 = 1013 hPa  T0 = 288,15 K 
- de l’équation de Laplace :   dp = - ρgdZ 
- de la loi de Mariotte    p/ρ = RT 
- d’une loi de variation de température :  

T = T0 + a Z avec a = - 6.5°/1000 m (pour Z < 11 000 m) 
T = T1 = 216.65 K (pour 11 000 m < Z < 20 000 m) 
T = T1 + b (Z - 20 000) avec b = 1°/1000 m (pour z > 20 000 m) 

 
1°- Ecrire les équations représentant la loi standard p = f (Z) pour les trois tranches d’atmosphère 

considérées (on supposera l’accélération de la pesanteur constante : g = 9,8 m.s-2). 
 

2°- En supposant que le volume du ballon est largement supérieur à celui de la nacelle et du sauteur, 
calculer le volume minimal de l’ensemble {ballon ; nacelle ; sauteur} à 40 km d’altitude. 

 
Partie B : Chute libre dans la haute atmosphère (stratosphère) 
 
1°- Indiquer, brièvement et sans faire de calcul, la raison pour laquelle on peut faire l'hypothèse 

d'une chute libre (sans frottement) pour cette première partie du saut. 
 

2°- Dans cette phase de chute, on suppose la vitesse initiale nulle au moment du largage à l'altitude 
de 39,045 km. 
On considère que l'accélération de la pesanteur vaut alors g = 9,7 m.s-2.  
 
Lorsque la vitesse maximale (1342,8 km.h-1) est atteinte : 

 
a. Calculer la durée de la chute depuis le largage. 
 
b. Calculer la hauteur de chute et l'altitude atteinte. 

 
 

QUESTION N° 7 ( 4 points) 

Proposée antérieurement 
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QUESTION N° 1 (2 points)   
 

 A l'aide de l'analyse dimensionnelle, retrouvez α, β, γ dans la formule donnant la fréquence 
de vibration d'une corde, sachant qu'elle est de la forme : 

N = K lα  Τβ  µγ 
 

où : - N = fréquence de la vibration   -  l = longueur de la corde 

- T = force de tension     - µ =  masse linéique de la corde 

- K = constante  sans dimension 
  
 
QUESTION N° 2  (3 points)    
 
Au fond d’un verre d’eau (que l’on assimile à un cylindre de rayon R0), on pose une bille de rayon 
R1. 
On remplit ensuite le verre d’eau jusqu’à ce que l’eau affleure au ras de la bille.  On suppose que la 
bille est suffisamment lourde pour demeurer au fond du verre. 

R0

R1

R0

R1

 
On retire ensuite la bille du verre et on y conserve l’eau à l’intérieur. 
Existe-il d’autres billes (par exemple de rayons différents) permettant également à l’eau d’affleurer 
avec le même volume d’eau (celui  obtenu précédemment avec la bille de rayon R1) ? 

R0

X

 
 



 

 
QUESTION N° 3  (3 points)    
 
Une masse ponctuelle m est fixée aux deux extrémités d'une tige verticale de longueur h = 40 cm 
par deux fils inextensibles de longueur l = 30 cm. 
L'ensemble est animé d'un mouvement de rotation autour de l'axe de la tige. 
La vitesse angulaire de rotation étant égale à ω, les deux fils sont tendus et, à l'instant t, le système a 
l'allure représentée sur la figure ci-dessous: 

 

  
 
 
T
r

1 et T
r

2  désignent les tensions des deux fils comme indiqué sur la figure. 
 
1)  Exprimer les normes  T1 et T2  des tensions des deux fils. 
 
3) A quelle condition les deux fils sont-ils tendus ? 

 
 

QUESTION N° 4  (2 points)   
 
Guillaume vient d’acheter un nouveau congélateur pour pouvoir profiter des glaces.  
La température dans son cellier est de 35°C et la pression ambiante est de 1024 hPa. Avant de le 
brancher, il vérifie que la porte est bien montée. Il peut l’ouvrir et la fermer sans effort.  
Après l’avoir branché, porte fermée, quand le thermostat monté sur le congélateur lui indique qu’il 
a atteint une température de -18°C, il veut ouvrir la porte pour le remplir et se rend compte qu’il 
doit fournir un effort conséquent. La porte a une dimension de 60 cm x 40 cm. On considèrera que 
le congélateur ne contient que de l’air et que celui-ci est un gaz parfait.  

 
 

 
Q1) Expliquez pourquoi Guillaume doit forcer pour ouvrir la porte.  
Vous étayerez votre explication avec un rapide calcul.  
 
Q2) Guillaume estime l’effort à 40 daN. Comparez à votre résultat et commentez. 



 

 
 
QUESTION N° 5  (4 points)   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Le réservoir de carburant d’un avion est à moitié vide.  
Celui-ci, d’un volume total de 700 L, est rempli de 350 L de carburant.  
Le reste est rempli d’air à pression et température atmosphériques (1013 hPa et 25°C).  
La mise à l’air libre du réservoir est bouchée (on considère donc que la poche d’air dans le réservoir 
est étanche et on assimilera l’air à un gaz parfait diatomique γ = 7/5) et le soutier procède au 
remplissage du réservoir. Il pompe donc du carburant vers le réservoir à une pression max de 9 bars.  
 
Q 1) En supposant que la poche d’air subit une compression adiabatique réversible durant le 
remplissage du réservoir, calculer la température du gaz quand la pompe à essence ne permettra 
plus de remplir le réservoir, c'est-à-dire lorsque la pression de la poche d'air atteindra 9 bars.  
Calculer également le volume de carburant ajouté dans le réservoir.  
 
Q 2) L’avion est entreposé dans le hangar pour la nuit à une température de 13°C  et l’équilibre 
thermique finit par se faire (on abandonne ici l’hypothèse adiabatique). 
L’air dans le réservoir étant supposé être un gaz parfait, quelle va être la pression dans le réservoir ?  
 
Q 3) Le réservoir est connecté au moteur de l’avion par une tuyauterie de section circulaire de rayon 
R. La tuyauterie est connectée d’un coté au réservoir et de l’autre au moteur.  
Dans un premier temps, la pompe carburant à l’entrée du moteur n’appelle qu’un débit Q = 120 
L/heure, ce qui fait baisser le niveau du réservoir.  
Calculer la loi de pression de l’air dans le réservoir en fonction du temps (on supposera que la 
détente de l’air dans le réservoir est cette fois lente et isotherme). On considère encore que l’air est 
à 13°C.   
 
Q 4) On admettra que le débit volumique Q dans la tuyauterie est proportionnel à la différence de 
pression ∆P entre les deux extrémités de la tuyauterie : Q = K*∆P avec K = 1,04 . 10-9 SI. 
Donner les unités de la constante K dans le système international (longueur/temps/masse). 
 
Q 5) La pompe à l’entrée du moteur peut assurer le débit Q1 tant que sa pression d’entrée est 
supérieure à Plim = 600 hPa. Quand la pression d’entrée atteint ce seuil, la pompe maintient cette 
pression à l’entrée du moteur et le débit de carburant dépend de la pression dans le réservoir (Q = 
K*∆P). Le moteur cale lorsque le débit de carburant est inférieur à Q2 = 20 L/h. 
Calculer le volume de carburant restant dans le réservoir au moment où le moteur cale (on 
supposera encore que la détente de l’air dans le réservoir est lente et isotherme). 

Moteur 

Réservoir  
Capacité max 700L 
Plein initial 350L 

Pentrée  
Plim = 600 
hPa 

P(t) , V(t) 
 

Q = K*∆P 
 
∆P = P - Pentrée  
 



 

 
 
QUESTION N° 6 (3 points) 
 
Un ressort vertical, de masse négligeable et de longueur au repos LR, est fixé en son extrémité 
supérieure. 
 
En son extrémité inférieure, on accroche une masse M considérée comme ponctuelle. 
 
On appellera L la longueur du ressort à un instant donné. 
 
1) Quelle est la dimension, en unités SI, de la raideur k du ressort ? 
 
2) Quelle est la longueur LE du ressort à l'équilibre ? 
    Que fait la masse si elle est écartée de sa position d’équilibre ? 
 
3) Depuis cette position d'équilibre, on soulève la masse d'une hauteur telle que la longueur du 

ressort devienne L0, avec LR < L0 < LE. A l'instant t = 0, on lâche la masse M. 
Etablir l'équation différentielle qui régit le mouvement de la masse M.  
Calculez la période du mouvement en fonction de m et de k. 

 
4) Pour quelle position de M la vitesse est-elle maximale ? 
 
5) En appliquant le principe de la conservation de l’énergie, calculez cette vitesse maximale. 
 
 
Application numérique : 
 
-  k = 10 unités SI 
- M = 500 g 
-  g = 10 m/s2 
- LR = 15 cm 
- L0 = 17 cm 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
QUESTION N°  7 (3 points)  
 
Un circuit série comporte un générateur, maintenant entre ses bornes une tension constante E = 6 V 
, un interrupteur K, une bobine (L,r) et un conducteur ohmique de résistance r’. 

On posera R = r + r’ et 
R

L
   τ = . 

On ferme K à la date t = 0. 
 

 
 
 
1) Etablir l’équation différentielle qui définit la tension E en fonction du courant i et des éléments 
du circuit. 
 
2) Résoudre cette équation. Comment appelle-t-on τ ? 
 
3) A partir de l’enregistrement ci-dessous, déterminer : 
  

a) la valeur de R, 
b) la valeur de τ, 
c) la valeur de L. 

 
 

 
 
 
 

4) On suppose 
dt

di
 L.   r.i << . 

Quelle est l’expression de la tension UAB aux bornes de la bobine ? 
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 EXERCICE  N° 1 (2 points) : 
 

La vitesse de propagation des ondes sonores dans un gaz peut se mettre sous la forme : 
 

V = k.Pa.ρb 
 
où k est un coefficient sans dimension. 
 
P et ρ sont respectivement la pression et la masse volumique du gaz. 
 
Déterminer, par l’analyse dimensionnelle, l’expression de V. 
 
 
EXERCICE  N° 2  (3 points) : 
 
Dans un gaz à haute température (où les phénomènes thermiques ne peuvent plus être négligés), le 
nombre de Prandtl est un paramètre de similitude sans dimension qui peut être vu comme un 
indicateur de l’importance relative des phénomènes aérodynamiques par rapport aux  phénomènes 
thermiques.  
Comme les nombres de Mach, Reynolds etc., la similitude des phénomènes physiques observés (par 
exemple entre des conditions de vol réelles et en soufflerie) n’est possible que pour des valeurs 
proches de Pr caractérisant les deux environnements. 
 

Pr = µ. λa.Cp
b  

 
où :  
 
µ = ν*ρ  (ρ est la masse volumique) 

ν est la viscosité cinématique en m²/s 

λ est la conductivité thermique en W/(m.K) 

Cp est la capacité thermique massique (ou « chaleur massique ») du gaz à pression constante en 
J/(kg.K) 

 

Déterminer les valeurs respectives des coefficients a et b. 

 

             
             
             
             
             
             
             
             
             
             
     

Commenté [FM1]: a = ½ b = -½  

Commenté [FM2]:  
a = -1 
b = 1 
 
 
 



 

EXERCICE  N° 3  (6 points) : 
Le retour du Trident 

 
 

 
Contexte : 
 
Devant la prolifération de menaces aériennes et balistiques imposant des temps de réaction très 
courts et des distances importantes à parcourir, l’Etat-Major des armées et la DGA ont décidé de 
revisiter le concept issu de la fin des années 1950 d’intercepteur  « Trident » à propulsion mixte 
(deux réacteurs aux extrémités d’ailes et un moteur fusée en propulsion centrale). 
 
On démontre que la meilleure pente de montée d’un aéronef à réaction s’effectue à l’incidence de 
finesse maximale de l’avion fmax qui est aussi l’incidence à laquelle la traînée est minimale (par 
définition et dans le cas général, la finesse est égale au rapport entre portance Rz et traînée Rx :         
f = Rz/Rx).  
 

Le Trident V est conçu de telle manière (profil et calage/incidence de l’aile principalement) que 
lorsque la pente maximale réalisable au décollage à MTOM est réalisée, l’incidence de l’avion soit 
nulle.  
 
Dans ces conditions, le vecteur vitesse, la ligne de foi du fuselage et les poussées des 3 moteurs sont 
contenus dans le même plan et l’assiette géométrique de l’avion est donc considérée comme égale à 
la pente. 
 
 Lancement : on considère les poussées et la masse du Trident MTOM constantes 

 
1) Donner l’expression et calculer la pente maximale atteignable par l’avion au décollage. 

 On fera l’hypothèse des « petits angles » pour le cosinus (cos(x)~1) dans cette seule 
question et il est demandé de faire un schéma (sur feuille libre au besoin). 

 

Commenté [FM3]: Donner fmax : check 

Commenté [FM4]: Au moins sur 3/10 de point si on fait 8 
questions au total 
 
NOTE : MTOW = MTOM dans les explications 
 
C’est une question de STATIQUE (mouvement rectiligne 

uniforme en sortie de rampe, l’engin, considéré de masse 

constante, n’accélère pas). On pose donc ΣF = 0 Il vient selon 

l’axe de propulsion (x) : Ttotale – MTOW.g0.sin(γmax) – Rx(γmax)= 

0  et selon (z) : Rz(γmax) – MTOW.g0.cos(γmax) = 0. γmax  étant 

supposé « petit », on pose cos(γmax) = 1.   

fmax= max(Cz/Cx) =  Rz(γmax)/Rx(γmax) donc Rx(γmax) =  
MTOW.g0/fmax. et on peut réécrire selon (x) :  

Ttotale – MTOW.g0.sin(γmax) – MTOW.g0/fmax =0 
Dès lors, il vient :  

sin(γmax) = Ttotale/MTOW.g0 - 1/ fmax et on trouve γmax = 0.8 rad = 
48.4° ( sans approximation sur le cosinus, on trouve quelque 
chose de très voisin) 
  



 

 
Pour minimiser la masse de cet avion-fusée, son train d’atterrissage est dimensionné pour la fin de 
sa mission, avec peu de carburant restant. Il est donc accéléré sur une rampe en sortie de laquelle il 
atteint les conditions calculées précédemment. 
 

2) Quelle doit être la portance développée en sortie de rampe ? 
 Que vaut alors la traînée ? 
 
 

3) Calculer le facteur de charge n (rapport portance/poids) - sans dimension - en sortie de 
rampe. 
 

On accélère l’intercepteur sur la rampe grâce à une catapulte électromagnétique qui fournit 
constamment un surcroît d’accélération longitudinal de 2g0 sur une première partie horizontale 
jusqu’à obtenir la vitesse précédemment calculée puis, selon un tremplin assimilé à un arc de cercle, 
assure le maintien de cette vitesse jusqu’à la sortie de la rampe à la pente calculée précédemment. 
 

4) Considérant la poussée fournie comme constante en module, et en négligeant la traînée 
aérodynamique, estimer la longueur minimale de la rampe horizontale. 
 
 
 

5) Calculer le rayon de courbure constant* de la rampe pour maintenir une accélération 
centripète ne dépassant pas 3g0. 

 

 
6) Faire le bilan des distances et temps de parcours de ces deux segments, ainsi que la longueur 

totale d’envol. 
 

7) Calculer la hauteur totale de la rampe (là où le Trident est libéré) et commenter brièvement 
le résultat. 
 
 
 

* dans les faits, on aurait un rayon de courbure progressif pour limiter le « jolt » (dérivée de 
l’accélération centripète qui, passant ici instantanément de nulle à 3g0 , est en théorie infinie) 
 

Propulsion 

On suppose une détente parfaite des gaz, la poussée du M-88 se réduisant alors au débit massique 
multiplié par la différence des vitesses (Vjet  - V) où V est assimilée à la vitesse de l’aéronef. 
 

1) Connaissant les caractéristiques du moteur, estimer la vitesse V correspondant aux données 
« nominales» publiées dans des conditions standard au niveau de la mer. 
 
 

2) En déduire la vitesse d’éjection des gaz Vjet du M-88 (on la considèrera comme constante). 
 

Commenté [FM5]: . 

Rz = MTOW.g0.cos(γmax) = 216575 N 
Rx = Rz*f  = 37341 N 

Commenté [FM6]: n =0.66 

Commenté [FM7]: On néglige la traînée Rx qui fait en gros 
12% de la poussée totale en sortie de rampe, et ZERO au 
démarrage. On en déduit nXa.g0.MTOW =(T-Rx) donc nxa = 
T/(g0.MTOW) = T/W = 0.92 
nxaTOTALE = 0.92 + 2 donc gxa totale = 2.92*9.81 = 28.64 
m/s² 
Le TEMPS pour atteindre la vitesse en sortie de rampe est de 
161/28.64 = 6 secondes environ (5.61s). 
X= 1/2*28.64*5 .61² = 451 m  

Commenté [FM8]: 878 m de rayon R (n.g0 = V²/R) 

Commenté [FM9]: 741m pour la longueur parcourue en 
4.6 s. Total de 1192m parcourus en 4.61+5.61 = 10,2 s 

Commenté [FM10]: h = R(1-cos(γmax)) = 292 m  
Il faudrait bâtir une rampe presque de la taille de la Tour 
Eiffel, ou alors se placer sur le flanc d’une montagne. Ce 
n’est pas rien en général, peut-être placer des accélérateurs 
à poudre pour un décollage vertical  

Commenté [FM11]: V= Q/Sfan.r0 = 139 m/s – 502 km/h – 
271 noeuds 

Commenté [FM12]: F = Q(Vjet- V) donc VJET = F/Q + V = 
1293 m/s (on reprend directement les données) 



 

Accélération de la pesanteur :    g0  = 9.81 m/s² 

Masse volumique de l’air au niveau de la mer (décollage) ρ0 = 1.225 kg/m3 

Trident V (cellule) 
 
Longueur :        = 32.7 m 
Envergure totale (hors nacelles moteur, non portantes) : baile = 11.43 m 
Surface Alaire (référence des coeffs aérodynamiques) : SREF  = 62.25 m² 
Corde moyenne :      c = 5.44 m 
Allongement :       A = 2.10 
 
Masse maximale au décollage :    MTOM = 33240 kg 
Masse à vide (avec armement et carburant résiduel)  : MZFM  = 16395 kg 

Coefficient de traînée à portance nulle (subsonique) : Cx0sub = 0.038 (référence SREF) 

Finesse maximale (subsonique) :    fmax  = 5.8 
 

Moteur  M-88 

Poussée unitaire pleins gaz avec post-combustion : FM88-PC 75000 N 
Poussée unitaire pleins gaz « secs » : FM88-sec 50000 N 
Consommation spécifique pleins gaz avec post-
combustion : SFCPC 4.72E-05 kg/(N.s) 
Consommation spécifique pleins gaz « sec » : SFCsec 2.22E-05 kg/(N.s) 
Débit d'air nominal (@ 100% RPM) : QM88 65 kg/s 

Diamètre du Fan Dfan 0.696 m 
Taux de compression τC 24.5 :1 
Taux de dilution τD 0.3 :1 
Température d'entrée turbine τT 1850 K 

 
Moteur-fusée Vinci 
Poussée unitaire  FVINCI 150000 N 
Stoechiométrie LOX/LH2 (en masse) τLOX/LH2 5.8:1 
Pression de chambre Pchambre 6.08E+06 Pa 
Impulsion spécifique ISP 465 s 
Vitesse d'éjection des gaz VeVINCI 4562 m/s 
Ratio d’expansion de tuyère  τnozzle 240:1 
Puissance de la turbopompe LOX PwLOX-TP 3.50E+05 W 
Puissance de la turbopompe LH2 PwLH2-TP 2.40E+06 W 
 



 

EXERCICE  N° 4  (6 points) : 
 

Carrier Command 
 

 
 
Un bâtiment de projection et de commandement, assisté d’un groupe de soutien (en haut à gauche 
sur le dessin) fait route à la vitesse de 20 nœuds et à 200 milles marins au large, parallèlement à la 
côte sensiblement Nord-Sud d’un pays à problèmes. Et c’est là que vous intervenez en tant que 
planificateur de mission. 
 
Son groupe aéromobile embarqué doit exfiltrer des prisonniers dans un camp situé à 500 milles 
marins à l’intérieur des terres (représenté par l’étoile à cinq branches sur le dessin). Il disposera de 
30 minutes maximum sur zone pour mener à bien l’opération, avant que d’éventuels renforts 
appelés par les gardes du camp ne viennent compliquer la situation. Cette durée ne peut être étendue 
pour conserver des marges en autonomie carburant compatibles d’alea divers (météo, menaces, 
etc.). On la considèrera comme nominale (par exemple, exactement 30 minutes seront passées sur 
zone), pour la planification de la mission. 
 
Le groupe aéromobile est constitué, entre autres, de drones et d’hélicoptères hybrides à grande 
vitesse, fixant la vitesse d’avancement du dispositif autour de 240 nœuds.   
  
Au moment où le dispositif arrivera sur zone (camp de prisonniers), le groupe naval sera 
exactement à l’ouest du camp (relèvement 270°) et gardera le même cap jusqu’à la récupération des 
aéronefs. 
L’arrivée sur zone est prévue à 03h00 du matin (heure locale). 
 
Déterminez les grandes lignes et la timeline de l’opération (en heures locales, sans vent):  

a) l’heure de décollage du dispositif 
b) La route à prendre à l’aller 
c) L’heure de franchissement de la côte à l’aller ET au retour 
d) La route de retour  
e) L’heure de la récupération (entrée dans la zone de contrôle du bateau) 
f) Le temps total de navigation aérienne du dispositif (temps sur zone compris)   



 

 
EXERCICE  N° 5 (3 points) :  

The Last (real) Starfighter 

 
Le Lockheed F-104 Starfighter, conçu comme un pur intercepteur, au milieu des années 1950, a été 
produit à plus de 2500 exemplaires. L’armée de l’air italienne l’a utilisé jusqu’en 2004. Léger et à 
l’aise à grande vitesse, il souffrait de qualités de vol assez médiocres à basse vitesse, régime dans 
lequel il tua le plus de pilotes, lui donnant le sobriquet peu enviable de « faiseur de veuves »…  
 

(Les 3 parties sont indépendantes du point de vue des calculs) 
 

a) Avion naturel 
On peut déterminer, à partir des équations de la mécanique du vol, la fonction de transfert 
longitudinale d’un aéronef quelconque en assiette  pour un déplacement de la profondeur . Elle 
s’écrit, de manière générale, comme suit pour un avion (s est la variable de Laplace, pour travailler 
dans le domaine fréquentiel) : 
 

 
 

Considérons le F-104 volant en palier stabilisé au niveau de la mer et à près de 180 nœuds (93 m/s), 
en configuration lisse. 
  
La réponse temporelle de cet avion, non asservi, à un échelon  de 1° de la gouverne de profondeur  
se traduit par la réponse suivante en assiette (extrait sur 100s seulement) : 

 

Commenté [FM13]: Même support, mais aucune question 
en rapport avec Laplace 



 

 
Le dénominateur de la fonction de transfert est le même quel que soit le paramètre considéré 
(tangage θ, vitesse de tangage q, accélération verticale az…) et se traduit dans le domaine temporel 
par deux oscillations superposées qui vont dominer l’allure générale des réponses de ces différents 
paramètres. 

 
- Estimer la valeur  (en radians/s) de la pulsation du « mode » le plus lent présent (vraiment 

visible en fait) d’après la réponse temporelle (mode dit de Phugoïde ou Phygoïde).  
 
 
 

- Au vu de la durée de convergence de la réponse, on estime que l’amortissement total de ce 
mode est ~ 0.033 rad/s.  
Calculer la valeur du taux d’amortissement (ou amortissement « réduit ») du mode. 
 
 
 

- Justifier et quantifier, au regard de cette valeur de , « l’erreur » (en %) commise pour 

estimer  d’après le tracé de la réponse temporelle. 

 

Commenté [FM14]: On voit un peu plus de 40s, disons 

42s, ce qui nous fait 0.15 rad/s - (ω = 2π/T) 

Commenté [FM15]: 2ζP ωP = 0.033 � ζP = 0.11 sans unité 
 

Commenté [FM16]: ωPamorti = ωP*√(1- ζP), mais √(1-0.11²) 
= √(0.9879)= 99.39 %. Si on veut être puriste, il faut ramener 
l’écart entre les deux valeurs à la valeur amortie, ce qui nous 
fait (1-√(0.9879))/√(0.9879) = 0.6% d’erreur… 



 

 
b) Avion asservi 

 

 
Pour améliorer les caractéristiques de vol, on s’oriente vers un S.A.S. (Système d’Augmentation de 
Stabilité) par lequel la rétroaction (Feedback) amplifie, par un simple gain proportionnel Kq (et non 
Kθ, qui ne donne pas de bons résultats), la mesure de la vitesse de tangage de l’avion avant de la 
sommer avec la demande (consigne), comme présenté ci-dessous : 

 
L’effet sur la réponse temporelle se fait ressentir sur l’autre mode, plus rapide et dit 
« d’oscillation d’incidence » (« short period », de pulsation ωs et de taux d’amortissement ζs) 

 

- Quantifier, d’après le tracé, l’amélioration du taux d’amortissement de la réponse suivant la 
formule empirique  ζs = (7 – n)/10 où n représente le nombre d’inversion de sens de la 
réponse 

 
 
 
 
 
 
 
 

Commenté [FM17]: On a (7-6)/10 =0.1 dans le premier 
cas, et plutôt (7-3)/10 = 0.4 dans le deuxième (on accepte 0.3 
ou 0.5). 4 fois plus amorti donc en moyenne ou (0.4-0.1)/0.1 
= 300% d’amortissement supplémentaire 



 

 
 

c) Commande de profondeur 
 
En amont de cet asservissement, ou trouve le manche (« STick »), dont le déplacement sur la chaîne 
de profondeur est directement proportionnel à l’effort appliqué par le pilote, selon un rapport 
constant quelles que soient les conditions de vol. Un amplificateur de déplacement (système 
hydraulique de fonction de transfert G/57.3) vient alors transformer ce déplacement de manche en 
consigne de déplacement de gouverne. 
 
Pour éviter une trop grande sollicitation à des vitesses élevées où un faible effort/déplacement 
commanderait une ressource (ou un piqué) trop prononcés (et donc potentiellement un dépassement 
de limite structurale et/ou d’incidence entraînant une perte de contrôle), une rétroaction sur 
l’accélération ressentie en cabine limite l’effort sous facteur de charge. 
 

 
- Quel moyen technologique simple proposeriez-vous pour matérialiser physiquement le gain 

1/6.4 ? 
 
 

- Même question pour le gain 3.2 / 32.2 (un même organe passif doit assurer la mesure de 
l’accélération ET la limitation de l’effort ; 9.81m/s² =  32.2 ft/s²). 
 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

Commenté [FM18]: Sans donner plus de détails pour voir 
si ils comprennent un schéma 

Commenté [FM19]: Un ressort… (la question vise à mettre 
le candidat sur la voie de la simplicité  pour la question 
suivante, et à voir si il fait le lien entre le diagramme et la 
réalité)  

Commenté [FM20]: Un contre-poids en porte-à-faux à la 
base du manche (bonne source potentielle de pompage..).  
 
Si personne ne trouve, on fera sauter la question…. Là on 
teste l’imagination…ou la culture. 
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EXERCICE  N° 1  (2 points) 
 

1. Déterminer l’unité, dans le SI, de la permittivité du vide  sachant que cette constante apparait 

dans l’équation suivante (loi de Coulomb) : 

 

où  est une force,  est une charge électrique qui s’exprime en Coulomb ( ) et  
une longueur. 
 

2. On rappelle en outre la relation qui lie la tension  [V] et la charge électrique  [C] aux bornes d’un 

condensateur de capacité  [F] : . 

En déduire une expression différente de l’unité de la permittivité du vide  utilisant le Farad [F]. 

 



 

 
EXERCICE  N° 2  (2 points) 
 

 
Figure1: Schématisation du problème 

On étudie numériquement la trajectoire d’un 
chariot de parc d’attraction, de masse  
m=10 tonnes. Ce chariot part du point A, 
descend le long du plan incliné et entre 
ensuite dans un looping haut de R=40 m, où 
l’on suppose qu’il peut parcourir plusieurs 
tours. 
 

 
Les courbes de la Figure 2 représentent l’évolution au cours du temps de l’énergie cinétique , de 
l’énergie potentielle , de l’énergie totale  et l’évolution de la réaction normale  du looping 
sur le chariot. 
 
On prendra : . 
 

 
Figure 2: Résultats numériques 

 
1. Associer à chaque courbe de la Figure 2 la grandeur représentée. La simulation prend-elle en 

compte des frottements et autres sources de dissipation ? 

 

2. Calculer la hauteur initiale h et la vitesse initiale V0 du chariot, et la vitesse maximale Vmax qu’il 

atteint. 

 

3. À quelle date le chariot quitte-t-il le looping et combien de tours entiers a-t- il effectué avant de se 

décoller du looping ? 



 

 
EXERCICE  N° 3  (7 points) 
 
On s’intéresse à la gouverne de profondeur d’un avion de ligne moderne, située un niveau du bord 
de fuite du plan horizontal réglable (PHR). 
 
Couramment sur les avions de ligne récents, le mouvement de rotation de la gouverne autour de 
l’axe de charnière est obtenu grâce à une unité de commande constituée de deux actionneurs : 

• une servocommande reliée au circuit hydraulique de l’avion ; 

• un EHA (Electro Hydraulic Actuator), utilisé en cas de défaillance sur la servocommande ou sur le 

circuit hydraulique. L’EHA est alimenté électriquement et produit localement, via un moteur 

électrique entrainant une pompe, l’énergie hydraulique nécessaire à son fonctionnement. 

 
Dans la suite de cet exercice, on supposera un actionneur unique, assimilé à un vérin de 
section utile  

. 
 

  
Figure 1 : Principe de fonctionnement de la 

gouverne de profondeur 
Figure 2 : Schéma avec gouverne en butée haute   

( ), tige sortie 
 
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes. 
 
PARTIE 1 
 
La modélisation cinématique de ce mécanisme est fournie sur la Figure 3. 
 

 
Figure 3 : Modélisation cinématique du fonctionnement de la gouverne de profondeur 

 

Gouverne 

PHR 

Charnière Actionneur 
(servocommande) 

x1 

x0 

z0 

B 
A 



 

On introduit les notations suivantes : 
•  le repère lié au PHR � ; 

•  le repère lié à la gouverne � ; 

•  le repère lié à la tige du vérin � ; 

•  le repère lié au corps du vérin � ; 

•  la longueur du bras de levier CB ; 

En position neutre, , ,  et les axes  et  sont 
perpendiculaires. 
 

1. Calculer, pour une pression nominale de 338 bars, le module  de la force développée par le vérin. 

 

2. Démontrer rigoureusement la relation suivante liant les deux angles  et  : 

 
 

3.  

a. Déterminer l’expression du module  du moment autour de l’axe de charnière  généré 

par le vérin en fonction de ,  et . 

 

b. Faire l’application numérique pour  puis . 

 
4. On note  la longueur entre les points d’attache A et B. 

a. Déterminer l’expression de la course du vérin  en fonction de ,  et . 

 

b. Faire l’application numérique pour les deux butées mécaniques angulaires de la gouverne, à 

savoir  et . 

 

c. La Figure 4 représente l’évolution de la course en fonction de . Elle autorise une 

représentation linéaire de la forme  avec  en radians et  en mètres.  

Déterminer graphiquement . 

 

 

Figure 4 : Évolution de la course du vérin en fonction de  
 



 

 
PARTIE 2 
 

Dans cette partie, on s’intéresse à la fonction de transfert du vérin. 
 

On note : 
•  la transformée de Laplace de la variable , le débit volumique entrant dans la chambre du 

vérin ; 

•  la transformée de Laplace de la variable , le différentiel de pression entre les deux 

chambres du vérin ; 

•  la transformée de Laplace de la variable , la position de la tige du vérin par rapport à la 

position neutre ; 

•  la transformée de Laplace de la variable , la résultante des forces aérodynamiques 

appliquée au centre de poussée de la gouverne ; 

L’équation du débit dans le vérin et le principe fondamental de la dynamique appliqué à la gouverne 
permettent de construire la représentation du système, sous forme de schéma bloc, donnée en Figure 
1. 

Y figurent : 
• B le module de compressibilité du fluide en ; 

• V0 le volume de chaque chambre du vérin en position neutre en ; 

• S la section utile du vérin en  ; 

• d la distance entre le centre de poussée de la gouverne et l’axe de charnière en ; 

• R la distance BC en ; 

•  la masse équivalente de la gouverne ramenée sur l’axe des vérins en ; 

•  le coefficient d’amortissement visqueux en . 

En outre, on note également  la raideur hydraulique du vérin. 

 
Figure 1 : Schéma bloc du vérin 

 

On souhaite simplifier le schéma bloc de la Figure 1 et l’écrire sous la forme de la Figure 2. 
 

 
Figure 2 : Schéma bloc simplifié du vérin 

 
 
 



 

1. Déterminer la fonction de transfert  et montrer qu’elle peut se mettre sous la forme 

canonique suivante : 

 

En déduire les expressions de ,  et  en fonction de , ,  et . 
 

2. Déterminer la fonction de transfert  en fonction de , , , et . 

 
EXERCICE  N° 4  (2 points) 
 

 
Figure1: Avion Banc d’Essais moteur Honeywell Boeing 757 

 
L’avion banc d’essais moteur d’un motoriste aéronautique est équipé de deux moteurs, un par aile, 
de type A et d’un moteur central de type B. 
 
On note p (respectivement q) la probabilité pour un moteur de type A (respectivement B) de tomber 
en panne. Chaque moteur tombe en panne indépendamment les uns des autres. 
 
Le trimoteur peut voler si et seulement si au moins deux moteurs fonctionnent. 
 

1. En détaillant votre calcul, exprimer la probabilité pour l’avion de voler ? 
 

2. Faire l’application numérique avec p = 0,001  et q = 0,1 . 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

EXERCICE  N° 5  (4 points) 
 
 

 
Barrage du Revest les Eaux (Var)  

 
On note h la hauteur de la retenue d’eau située en amont du barrage et L la largeur de celui-ci 
(supposée constante). 
On s’intéresse au point P situé à la hauteur z et on pose dS l’élément de surface du barrage autour ce 
point. 
 
Les deux parties de cet exercice sont indépendantes. 
 
PARTIE 1 
 

1.  
a. En appliquant la loi fondamentale de l’hydrostatique, donner l’expression de p(z) la 

pression au point P. 
On notera ρe la masse volumique de l’eau, g de l’accélération de pesanteur terrestre, 
et pa la pression atmosphérique au niveau de la surface. 
 

b. Dans la suite de l’exercice, on négligera la contribution liée à la pression 
atmosphérique au niveau de la surface. Justifier quantitativement cette hypothèse en 
considérant . 

 
2. Écrire l’expression de la force élémentaire  de l’eau sur le barrage au point P. 

 
3. En déduire l’expression et la valeur numérique de la force et du moment exprimés au point A. 

 

4. Déterminer la hauteur du point B, notée hB, de sorte que le moment exprimé en ce point soit nul. 



 

 
PARTIE 2 
 
Le barrage est désormais équipé d’une turbine dont les aubes sont entraînées par un jet d’eau sous 
pression. La conduite de sortie de diamètre  est située à une profondeur . 
Le débit volumique en sortie est régulé à . La retenue d’eau étant suffisamment 
grande, le niveau d’eau en amont du barrage est supposé constant. 
Les pertes de charges sont évaluées à . La turbine a un rendement global . 
 

 
 

 
1. Donner l’expression et la valeur numérique de la vitesse de l’écoulement d’eau à la sortie de la 

canalisation. 

 
2. En utilisant le théorème de Bernoulli, déterminer l’expression de la puissance  disponible sur 

l’arbre de la turbine. Faire l’application numérique en exprimant votre résultat en MW. 

 



 

 
EXERCICE  N° 6 (3 points) 
 

 
Figure 1: Pilote pressé de voler ou qui ne veut pas être mouillé ? 

 
Dans cet exercice, on se propose de répondre à l’éternelle question : sous la pluie, est-il préférable 
de marcher ou de courir pour se mouiller le moins possible ? 
 
Pour ce faire, notre pilote est assimilé à un parallélépipède rectangle de dimensions h, l, et L et se 
déplace à vitesse constante  par rapport au sol. 
 
La pluie tombe à la vitesse  dans le plan (Oxy). Le nombre de gouttes de pluies par unité de 
volume est noté n. Ces deux grandeurs sont supposées constantes. 
 

 
Figure 2: Modélisation du problème 

 
Répondre à la question posée en préambule. Pour cela, détailler votre raisonnement et exprimer la 
quantité N de gouttes accumulées sur le trajet, dans le cas où le vent nul (pluie verticale). 
 
Qualitativement, que se passerait-il avec du vent de face ou du vent dans le dos ? 
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 𝑚 = 10 000 𝑘𝑔

 𝑆 = 54,5 𝑚2

 𝑆𝑓𝑢𝑠 = 7 𝑚2

 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 0,5 𝑚2

 𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 = 0,85

𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 1

 𝜀 = 1,5°

 𝜌 = 1,225 𝑘𝑔/𝑚3

 : 
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𝑓 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡

�⃗�  

𝑇 ≤ 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 𝑚𝑎𝑥 = 𝑓𝑠𝑃

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 𝑔𝑙𝑖𝑠𝑠 = 𝑓𝑐 . 𝑃

𝑓𝑠 = 0,9 𝑓𝑐 = 0,8

 

 𝐺

 𝑅0 𝐺, 𝑥0⃗⃗⃗⃗ , 𝑦0⃗⃗⃗⃗ , 𝑧0⃗⃗  ⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑅𝑓 𝐺, 𝑥𝑓⃗⃗⃗⃗ , 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗ , 𝑧𝑓⃗⃗  ⃗ 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑅 𝐺, 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 𝑦 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝛼

 𝜀

 𝜃

 𝛾

𝛼 

𝛾 𝜃 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 

𝑥 𝑓 

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑥  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗�  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 

𝜀 

�⃗�  

𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕 𝒎𝒂𝒙 
𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕 𝒈𝒍𝒊𝒔𝒔 
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 𝐺

 

�⃗� = 𝑇. 𝑥𝑓⃗⃗⃗⃗ 

 

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑚𝑔. 𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑔 = 9,81 𝑚. 𝑠−2

 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ = −𝐹𝑧. 𝑧 = −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧. 𝑧 

 

𝐶𝑧 = 𝐴𝛼

𝐴 = 0,1 𝑑𝑒𝑔−1

 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ = −𝐹𝑥 . 𝑥 = −(𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒 + 𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝐹𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠). 𝑥 = −
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠). 𝑥 

 

𝐶𝑥 = 𝐶𝑥0 + 𝑘𝐶𝑧
2

𝐶𝑥0 = 0,015 𝑘 = 0,03

 

𝑋  

𝑋 = 𝑎0𝑥0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0𝑦0⃗⃗⃗⃗ + 𝑐0𝑧0⃗⃗  ⃗

 

𝑋 = (

𝑎0

𝑏0

𝑐0

)

𝑅0

 

 

�⃗� = (

𝑉𝑥0

𝑉𝑦0

𝑉𝑧0

)

𝑅0

 

 

‖�⃗� ‖ = 𝑉 = √𝑉𝑥0
2 + 𝑉𝑦0

2 + 𝑉𝑧0
2

 

(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅0
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(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅0

= (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅0
+ (𝐹𝑧⃗⃗  ⃗)𝑅0

+ (𝐹𝑥⃗⃗  ⃗)𝑅0
+ (�⃗� )

𝑅0

 (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅0
 𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑅0

 �⃗� 

(�⃗� )
𝑅0

 

 𝛼, 𝜀, 𝛾 𝜃

 

𝑉𝑥0 = 250 𝑘𝑚/ℎ 𝑉𝑧0 = 10 𝑘𝑚/ℎ

 𝛾

.

 

𝐹𝑥
𝑇 𝛼

 𝜃

 

  𝑇
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𝑉𝑥0 = 220 𝑘𝑚/ℎ 𝑉𝑧𝑓 = 30 𝑘𝑚/ℎ

 

 

 

.

 

𝑅𝑎𝑟𝑟 = 2 000 𝑚

 

50 𝑘𝑚/ℎ

 𝑡𝑎𝑟𝑟

 

 𝑐𝑜𝑠𝛾 ≈ 1

𝑅𝑎𝑟𝑟 

�⃗�  
�⃗�  

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 
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 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 𝑉

  

 

𝑉  𝐹𝑥 = 𝐾𝑉 𝐾

𝐾
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𝜂

 

 

 

 

𝑉𝑂𝑅𝐵 = 𝑅0√
𝑔0

𝑅0+ℎ
𝑅0 ℎ

𝑔0

𝑔0 = 9,81 𝑚. 𝑠−2
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𝑔 = 𝑔0 =
9,81 𝑚. 𝑠−2
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 𝑀 = 0,8 𝐻 = 40 000 𝑓𝑡

𝛿𝑆 𝜃

𝜃(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
=

−7,02(𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,145𝑠 + 0,175)(𝑠² + 0,844𝑠 + 4,452)
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𝜃 (𝑑𝑒𝑔)

 

    

 𝜔𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖 ≈ 𝜔𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑙
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𝐹𝑆𝑇 𝛿𝑆𝑐

  𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆
  

𝑞 =
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= �̇�

  

 

  𝛿𝑆𝐶
𝛿𝑆 = 𝛿𝑆𝐶

+ 𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆

 

 𝛿𝑆(𝑠)
 𝑞(𝑠)

 
1

2,8

 
 

 

 

𝛿𝑆𝐶
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80°𝐶

𝑅 = 3 𝑐𝑚 𝐿

 
𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝟎 

𝑳 

𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝟎 

𝑳 
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𝑆

𝑒 = 2 𝑚𝑚

𝑑𝑥 

𝑥

𝑆𝑙𝑎𝑡 𝑒𝑥𝑡

𝑑𝑟

𝑟 𝑅 > 𝑟 > 𝑅 − 𝑒

𝑺 

𝒆𝜽⃗⃗⃗⃗  

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒆 

𝑹 

𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝒙 𝒙 + 𝒅𝒙 

𝑺𝒍𝒂𝒕 𝒆𝒙𝒕 

𝒅𝒙 

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒆 𝒓 

𝒓 + 𝒅𝒓 
𝒅𝒓 

…
 

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒅𝒓 

𝒓 + 𝒅𝒓 
𝒓 

𝑺𝒍𝒂𝒕(𝒓) 
𝑺𝒍𝒂𝒕(𝒓 + 𝒅𝒓) 
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𝑑𝑟 𝑑𝑥

𝑈 𝑊

𝑄

 

 𝑟 𝑑𝑥

𝑺𝒆𝒄𝒉(𝒓)

𝜑𝑟 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)  

𝜑𝑟(𝑡) =
𝑑𝑄

𝑑𝑡

 𝜑𝑟  

𝑸 

𝑩𝒐𝒓𝒅 𝒅′𝒂𝒕𝒕𝒂𝒒𝒖𝒆 
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𝑗𝑡ℎ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟, 𝑡)  

𝜑𝑟(𝑡) = 𝑗𝑡ℎ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟). 𝑒𝑟⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

 𝑗𝑡ℎ  

 

 

𝑡 𝑡 + 𝑑𝑡 

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) = 𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡

 

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟) ≈ 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

  

𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡

 𝑈

𝑢 𝐽.𝑚−3 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑟

  

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) =
𝑑𝑈

𝑑𝑡
𝑑𝑡

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)

𝑑𝑟

 

𝑗𝑡ℎ = −𝜆
𝑑𝑇

𝑑𝑟

𝜆 𝑇

 

 𝑟 

𝑗𝑡ℎ  
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 𝜆𝑎𝑙𝑢 = 226 𝑆𝐼 𝜆𝑓𝑒𝑟 = 72 𝑆𝐼

 

𝑒

𝜌𝑐
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜆

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2

𝜌 𝑐

 l’

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2
=

𝑑 (
𝑑𝑇
𝑑𝑟

)

𝑑𝑟

 𝑐

 

5°𝐶

𝑟

 𝑟

 
𝑑𝑇

𝑑𝑟

 𝑗𝑡ℎ 𝑟

 

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑅) 𝑑𝑥

 𝑑𝑥 = 2 𝑐𝑚
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: 
 

: 
 

:
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𝐵𝑎

 

𝐵𝑎 =
ℎ𝑟𝑆

𝐹𝑐𝑝

 

ℎ𝑟 

𝑆 

𝐹 

𝑐𝑝 

 

ℎ𝑟

 

[𝑆] = 𝑚2

[𝐹] = 𝑘𝑔. 𝑠−1

[𝑐𝑝] = 𝐽. 𝐾−1. 𝑘𝑔−1

 

[𝐵𝑎] = [
ℎ𝑟𝑆

𝐹𝑐𝑝
] = 1

 

[ℎ𝑟] = [
𝐹𝑐𝑝

𝑆
] =

(𝑘𝑔. 𝑠−1). (𝐽. 𝐾−1. 𝑘𝑔−1)

𝑚2
=

𝐽. 𝐾−1. 𝑠−1

𝑚2
= 𝐽. 𝐾−1. 𝑠−1. 𝑚−2

 

[ℎ𝑟] = 𝑊.𝐾−1.𝑚−2
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 𝑚 = 10 000 𝑘𝑔

 𝑆 = 54,5 𝑚2

 𝑆𝑓𝑢𝑠 = 7 𝑚2

 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 0,5 𝑚2

 𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 = 0,8

𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 1

 𝜀 = 1,5°

 𝜌 = 1,225 𝑘𝑔/𝑚3

 : 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

�⃗� �⃗�  

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝑓. 𝑃

𝟒 
𝟑 

𝟐 

𝟏 

𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

�⃗⃗�  

�⃗⃗�  
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𝑓 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡

�⃗�  

𝑇 ≤ 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 𝑚𝑎𝑥 = 𝑓𝑠𝑃

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 𝑔𝑙𝑖𝑠𝑠 = 𝑓𝑐 . 𝑃

𝑓𝑠 = 0,9 𝑓𝑐 = 0,8

 

 𝐺

 𝑅0 𝐺, 𝑥0⃗⃗⃗⃗ , 𝑦0⃗⃗⃗⃗ , 𝑧0⃗⃗  ⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑅𝑓 𝐺, 𝑥𝑓⃗⃗⃗⃗ , 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗ , 𝑧𝑓⃗⃗  ⃗ 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑅 𝐺, 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 𝑦 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝛼

 𝜀

 𝜃

 𝛾

𝛼 

𝛾 𝜃 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 

𝑥 𝑓 

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑥  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗�  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 

𝜀 

�⃗�  

𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕 𝒎𝒂𝒙 
𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕 𝒈𝒍𝒊𝒔𝒔 
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 𝐺

 

�⃗� = 𝑇. 𝑥𝑓⃗⃗⃗⃗ 

 

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑚𝑔. 𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑔 = 9,81 𝑚. 𝑠−2

 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ = −𝐹𝑧. 𝑧 = −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧. 𝑧 

 

𝐶𝑧 = 𝐴𝛼

𝐴 = 0,1 𝑑𝑒𝑔−1

 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ = −𝐹𝑥 . 𝑥 = −(𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒 + 𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝐹𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠). 𝑥 = −
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠). 𝑥 

 

𝐶𝑥 = 𝐶𝑥0 + 𝑘𝐶𝑧
2

𝐶𝑥0 = 0,015 𝑘 = 0,03

 

𝑋  

𝑋 = 𝑎0𝑥0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0𝑦0⃗⃗⃗⃗ + 𝑐0𝑧0⃗⃗  ⃗

 

𝑋 = (

𝑎0

𝑏0

𝑐0

)

𝑅0

 

 

�⃗� = (

𝑉𝑥0

𝑉𝑦0

𝑉𝑧0

)

𝑅0

 

‖�⃗� ‖ = 𝑉 = √𝑉𝑥0
2 + 𝑉𝑦0

2 + 𝑉𝑧0
2

 

(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅0
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(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅0

= (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅0
+ (𝐹𝑧⃗⃗  ⃗)𝑅0

+ (𝐹𝑥⃗⃗  ⃗)𝑅0
+ (�⃗� )

𝑅0

 (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅0
 𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑅0

 �⃗� 

(�⃗� )
𝑅0

𝛾  

�⃗� = 𝑉𝑥0𝑥0⃗⃗⃗⃗ + 𝑉𝑦0𝑦0⃗⃗⃗⃗ + 𝑉𝑧0𝑧0⃗⃗  ⃗ = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾. 𝑥0⃗⃗⃗⃗ − 𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾. 𝑧0⃗⃗  ⃗

 

(�⃗� )
𝑅0

= (
𝑉𝑥0 = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾

0
𝑉𝑧0 = −𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾

)

𝑅0

 

 

(𝑥0⃗⃗⃗⃗ , 𝑧0⃗⃗  ⃗)

𝑚
𝑑𝑉𝑧0

𝑑𝑡
= 𝑚𝑔 − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝐹𝑥𝑠𝑖𝑛𝛾     (1) 

 

𝑚
𝑑𝑉𝑥0

𝑑𝑡
= 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾     (2) 

 𝛼, 𝜀, 𝛾 𝜃

 

𝜃 + 𝜀 = 𝛼 + 𝛾     (3) 

 

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧     (4)

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠)     (5)
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𝑉𝑥0 = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾     (6)

𝑉𝑧0 = −𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾     (7)

7 7  𝑇, 𝐹𝑧, 𝐹𝑥 , 𝜃, 𝛼, 𝑉, 𝛾

 

𝑉𝑥0 = 250 𝑘𝑚/ℎ 𝑉𝑧0 = 10 𝑘𝑚/ℎ

 𝛾

.

  

𝑉𝑥0 = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾     (6)

𝑉𝑧0 = −𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾     (7)

  

√𝑉𝑥0
2 + 𝑉𝑧0

2 = 𝑉

 

𝑉 = √2502 + 102 = 250,199 𝑘𝑚/ℎ

 

𝑐𝑜𝑠𝛾 =
𝑉𝑥0

𝑉
=

250

250,199
= 0,999

𝑠𝑖𝑛𝛾 = −
𝑉𝑧0

𝑉
= −

10

250,199
= −0,040

𝛾 = −0,04

 

𝛾 = −0,04
360

2𝜋
= −2,29°
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𝐹𝑥
𝑇 𝛼

𝑧0⃗⃗  ⃗  𝑉𝑧0 = 𝑐𝑠𝑡𝑒

 

0 = 𝑚𝑔 − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝐹𝑥𝑠𝑖𝑛𝛾 ≈ 𝑚𝑔 − 𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠𝛾     (1) 

 

𝐹𝑧 =
𝑚𝑔

𝑐𝑜𝑠𝛾
=

10 000.9,81

0,999
= 98 178 𝑁

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 =

1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐴𝛼     (4)

 

𝐴 = 0,1 𝑑𝑒𝑔−1

 

𝛼 =
2𝐹𝑧

𝜌𝑆𝑉2𝐴
=

2.98 178

1,225.54,5 (
250
3,6

)
2

0,1

= 6,09°

 𝜃

 

𝜃 + 𝜀 = 𝛼 + 𝛾     (3) 

 

𝜃 = 𝛼 + 𝛾 − 𝜀 = 6,09 − 2,29 − 1,5 = 2,3°

 

 

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠)     (5)

 

𝐶𝑥 = 𝐶𝑥0 + 𝑘𝐶𝑧
2

𝐶𝑥0 = 0,015 𝑘 = 0,03
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𝐶𝑥 = 0,015 + 0,03. (0,1.6,09)2 = 0,026

 

𝐹𝑥 =
1

2
1,225. (

250

3,6
)
2

(54,5.0,026 + 7.0,8) = 4 212 + 16 568 = 20 780 𝑁

  𝑇

𝑥0⃗⃗⃗⃗   𝑉𝑥0 = 𝑐𝑠𝑡𝑒

0 = 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾     (2) 

 

𝑇 =
𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 + 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾

𝑐𝑜𝑠𝜃
=

98 178. (−0,039) + 20 780.0,999

𝑐𝑜𝑠 (2,3
2𝜋
360)

= 16 853 𝑁

 

 

𝑉𝑥0 = 220 𝑘𝑚/ℎ 𝑉𝑧𝑓 = 30 𝑘𝑚/ℎ

 

 

𝑉𝑥0 = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾     (6)

𝑉𝑧0 = −𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾     (7)

  

√𝑉𝑥0
2 + 𝑉𝑧0

2 = 𝑉

 

𝑉 = √2202 + 302 = 222,036 𝑘𝑚/ℎ
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𝑐𝑜𝑠𝛾 =
𝑉𝑥0

𝑉
=

220

222,036
= 0,991

𝑠𝑖𝑛𝛾 = −
𝑉𝑧0

𝑉
= −

30

222,036
= −0,135

𝛾 = −0,135

 

𝛾 = −0,135
360

2𝜋
= −7,77°

(3)

(1)

 

0 ≈ 𝑚𝑔 − 𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠𝛾     (1)

 

𝐹𝑧 =
𝑚𝑔

𝑐𝑜𝑠𝛾
=

10 000.9,81

0,991
= 99 008 𝑁

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐴𝛼     (4)

 

𝛼 =
2𝐹𝑧

𝜌𝑆𝑉2𝐴
=

2.99 008

1,225.54,5 (
222
3,6 )

2

0,1

= 7,8°

 

 

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠)

 

𝐶𝑥 = 0,015 + 0,03. (0,1)2. (7,8)2 = 0,033

 

𝐹𝑥 =
1

2
1,225. (

168

3,6
)
2

(54,5.0,033 + 7.0,8 + 0,5.1) = 4 221 + 13 048 + 1 165 = 18 433 𝑁
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0 = 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾     (2) 

 

𝜃 + 𝜀 = 𝛼 + 𝛾     (3) 

𝜃 = 𝛼 + 𝛾 − 𝜀 = 6,09 − 7,77 − 1,5 = −1,47°

 

𝑇 =
𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 + 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾

𝑐𝑜𝑠𝜃
=

99 008. (−0,135) + 18 433.0,991

𝑐𝑜𝑠 (−1,47
2𝜋
360)

= 4 889 𝑁

 

. 

 

𝛾 

𝜃 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 

𝑥 𝑓 

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑥  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗�  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 

�⃗�  



 

Page 12 sur 38 
 

𝛾 
𝜃 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 

𝑥 𝑓 

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑥  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗�  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 

�⃗�  

 

𝑉 𝛾 𝛼 𝜃 𝑇 𝐹𝑧 𝐹𝑥
250 𝑘𝑚/ℎ −2,29° 6,09° 2,3° 16 853 𝑁 98 178 𝑁 20 780 𝑁
222 𝑘𝑚/ℎ −7,77° 7,8° −1,47° 4 889 𝑁 99 008 𝑁 18 433 𝑁

 

 

𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠 ∶  16 570 → 13 050 𝑁

𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 ∶

 4 210 → 4 220 𝑁

𝐹𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 1 165 𝑁
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𝑅𝑎𝑟𝑟 = 2 000 𝑚

 

50 𝑘𝑚/ℎ

 𝑡𝑎𝑟𝑟

 

𝑉 = 𝑅𝑎𝑟𝑟

𝑑𝛾

𝑑𝑡
= 𝑅𝑎𝑟𝑟

∆𝛾

𝑡𝑎𝑟𝑟
= 𝑅𝑎𝑟𝑟

−𝛾

𝑡𝑎𝑟𝑟

𝛾 = −7,77° 0°

−𝑅𝑎𝑟𝑟𝛾 𝑡𝑎𝑟𝑟

 

𝑡𝑎𝑟𝑟 = 𝑅𝑎𝑟𝑟

−𝛾

𝑉
= 2 000

7,77
2𝜋
360

222 − 50
3,6

= 5,67 𝑠

𝑅𝑎𝑟𝑟 

�⃗�  
�⃗�  

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 



 

Page 14 sur 38 
 

 

 𝑐𝑜𝑠𝛾 ≈ 1

(𝑅)

𝑚 (
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅

= (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅 + (𝐹𝑧⃗⃗  ⃗)𝑅
+ (𝐹𝑥⃗⃗  ⃗)𝑅

+ (�⃗� )
𝑅

 

(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅

= (
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅

𝑅

+ 𝛺𝑅/𝑅0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗^ (

𝑉
0
0
)

𝑅

= 0⃗ + (

0
𝑑𝛾

𝑑𝑡
0

)

𝑅

^(
𝑉
0
0
)

𝑅

= (

0
0

−𝑉
𝑑𝛾

𝑑𝑡

)

𝑅

𝑧  

−𝑚𝑉
𝑑𝛾

𝑑𝑡
= 𝑚𝑔. 𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝐹𝑧 − 𝑇𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) ≈ 𝑚𝑔 − 𝐹𝑧

𝐹𝑧 = 𝑚𝑔 + 𝑚𝑉
𝑑𝛾

𝑑𝑡

1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 = 𝑚𝑔 + 𝑚𝑉 (

−𝛾

𝑡𝑎𝑟𝑟
)

𝛼 =
2

𝜌𝑆𝑉2𝐴
[𝑚𝑔 + 𝑚𝑉 (

−𝛾

𝑡𝑎𝑟𝑟
)]

 

𝛼 =
2

1,225.54,5. (
222 − 50

3,6 )
2

0,1

[10 000.9,81 + 10 000. (
222 − 50

3,6
)(

−7,77
2𝜋
360

5,67
)] = 14,37°
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𝜀

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐴𝛼

 

𝛼 = 𝜀 = 1,5°

𝑉 = 222 − 50 = 172 𝑘𝑚/ℎ

 

𝐹𝑧 =
1

2
1,225.54,5. (

172

3,6
)
2

. 0,1.1,5 = 11 435 𝑁

𝑅𝑠𝑜𝑙
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 
�⃗�  

𝑅𝑠𝑜𝑙
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 
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𝑚𝑔 = 10 000.9,81 = 98 100 𝑁

 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝑓. 𝑅𝑠𝑜𝑙 = 𝑓.
𝑚𝑔

3

 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑓.

𝑚𝑔

3
𝑥0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑉

  

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 3𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = −(𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒 + 𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝐹𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠) − 𝑓.𝑚𝑔

 

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −

1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠) − 𝑓.𝑚𝑔

 

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑘2𝑉

2 + 𝑘1

𝑘2 𝑘1

𝑉2
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𝑉  𝐹𝑥 = 𝐾𝑉 𝐾

𝐾

 

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠)

 

𝐶𝑥 = 0,015 + 0,03. (0,1)2. (1,5)2 = 0,016

 

𝐹𝑥 =
1

2
1,225. (

172

3,6
)
2

(54,5.0,016 + 7.0,8 + 0,5.1) = 9 727 𝑁

𝐾 

𝐾 =
𝐹𝑥
𝑉

=
9 727

172
3,6

= 203,55 𝑘𝑔. 𝑠−1
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𝑓 = 𝑓𝑐

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝐾𝑉 − 𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝑑𝑉

𝑑𝑡
+

𝐾

𝑚
𝑉 = −𝑓𝑐𝑔

 

𝑉(𝑡) = 𝑘1𝑒
−

𝐾
𝑚

𝑡 + 𝑘2

 

𝑉(𝑡 = 0) = 𝑉 → 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑉

 

lim
𝑡→+∞

𝑉(𝑡) = 𝑘2 = −
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
 

𝑘1 = 𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
 

𝑉(𝑡) = (𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
)𝑒−

𝐾
𝑚

𝑡 −
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾

 

(−
𝑓𝑐.𝑚𝑔

𝐾
)

−𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝑥 

−𝑥 

−
𝑓𝑐.𝑚𝑔

𝐾

0 𝑡  

𝑉(𝑡) = 0 = (𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
) 𝑒−

𝐾
𝑚

𝑡 −
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾

𝑒−
𝐾
𝑚

𝑡 =

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
𝐾

𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
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𝑒
𝐾
𝑚

𝑡 =
𝑉 +

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
𝐾

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
𝐾

𝐾

𝑚
𝑡 = 𝑙𝑛 (

𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
𝑓𝑐.𝑚𝑔

𝐾

) = 𝑙𝑛 (
𝐾𝑉

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
+ 1)

 

𝑡 =
𝑚

𝐾
𝑙𝑛 (

𝐾𝑉

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
+ 1) =

10 000

203,55
𝑙𝑛(

203,55. (
172
3,6

)

0,8.10 000.9,81
+ 1) = 5,7 𝑠
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∑𝐹 = 𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷 = 𝑚𝑎 ↔ 𝑎 =
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷

𝑚

𝑇 𝐷
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𝑎𝑚𝑎𝑥 =
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑚𝑖𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑛
=

2.35.10−3 − 4.10−3

1060
= 6,226.10−5 𝑚. 𝑠−2

𝑎𝑚𝑖𝑛 =
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑚𝑎𝑥

𝑚𝑚𝑎𝑥
=

2.35.10−3 − 12.10−3

1100
= 5,273.10−5 𝑚. 𝑠−2

𝑎𝑚𝑜𝑦 =
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑚𝑜𝑦

𝑚𝑚𝑜𝑦
=

2.35.10−3 − 8.10−3

1080
= 5,741.10−5 𝑚. 𝑠−2

 

𝜖𝑚𝑎𝑥−𝑚𝑜𝑦 =
6,226 − 5,741

5,741
100 = 8,45 %

𝜖𝑚𝑖𝑛−𝑚𝑜𝑦 =
5,273 − 5,741

5,741
100 = −8,15 %
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𝜂

 

 

 

𝑃𝑗𝑒𝑡 = 𝑃𝑜𝑢𝑠𝑠𝑒𝑒. 𝑉𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

 

𝜂 =
𝑃𝑗𝑒𝑡

𝑃𝑒𝑙𝑒𝑐

 18 %, 29 %, 34 % 69 %

𝟏𝟐 𝒎𝑵
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𝑉𝑂𝑅𝐵 = 𝑅0√
𝑔0

𝑅0+ℎ
𝑅0 ℎ

𝑔0

𝑔0 = 9,81 𝑚. 𝑠−2

 

𝑉𝑂𝑅𝐵 = 6378.103√
9,81

6378.103 + 260.103
= 7753 𝑚. 𝑠−1(= 7,75 𝑘𝑚. 𝑠−1)

12 𝑚𝑁  

𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 = 7753.12.10−3 = 93 𝑊

15000 ℎ  𝑊. 𝑠  

𝐸𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑒𝑒 = 93.15000.3600 = 5 022 000 000 𝐽 = 5.109 𝐽

120 𝑘𝑔

 

12 𝑚𝑁 𝑃𝑗𝑒𝑡 = 262 𝑊

𝑃𝑒𝑙𝑒𝑐 = 380 𝑊 93 𝑊

69 %
93

380
100 =  24,5 %
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𝑔 = 𝑔0 =
9,81 𝑚. 𝑠−2

 

𝐸𝑡 = 𝐸𝑐 + 𝐸𝑝 =
1

2
𝑚𝑉𝑂𝑅𝐵

2 + 𝑚𝑔(𝑅0 + ℎ) =
1

2
1080.77532 + 1080.9,81. (6378 + 260). 103

= 32.109 + 70.109 = 102. 109 𝐽

 

 

1

2
𝑚𝑉𝑂𝑅𝐵

2 + 𝑚𝑔ℎ   ∆𝐸𝑡 = 𝑚𝑔𝑅0

 

 

𝐸𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑢𝑟 =
1

2
𝑚𝑉𝑂𝑅𝐵

2 + 𝑚𝑔ℎ =
1

2
1080.77532 + 1080.9,81.260. 103 = 35.109 𝐽

5.109 𝐽
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𝐸𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑢𝑟 + 𝐸𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑒𝑒 = (35 + 5). 109 = 40.109 𝐽

5

40
100 = 12,5%.

 

260 𝑘𝑚 7,75 𝑘𝑚/𝑠

12,5 %

15, 20 25 %

 

327 𝑘𝑚 181 𝑘𝑚

90

80 𝑘𝑚

330 𝑘𝑚 420 𝑘𝑚

 

 

 

https://www.youtube.com/watch?v=sMktaiW9_1M
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 𝑀 = 0,8 𝐻 = 40 000 𝑓𝑡

𝛿𝑆 𝜃

𝜃(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
=

−7,02(𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,145𝑠 + 0,175)(𝑠² + 0,844𝑠 + 4,452)
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𝜃 (𝑑𝑒𝑔)

 

    

𝑇𝑝  = 32 − 17 =  15 𝑠 𝑓𝑝  =
1

15
 𝐻𝑧 𝜔𝑝 =

2𝜋

15
=

0,419 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1

 𝜔𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖 ≈ 𝜔𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑙

 
 

 

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

 𝜔𝑝 = 0,419 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1

𝜔𝑝
2 = 0,4192 = 𝜔𝑛

2
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𝜔𝑝 = 𝜔𝑛√1 − 𝜉2

𝜉 (𝜔𝑝 ≈ 𝜔𝑛)

 
2𝜉𝜔𝑛

2𝜔𝑛
=

0,145

2.0,419
= 0,173

 

 

𝐹𝑆𝑇 𝛿𝑆𝑐

  𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆
  

𝑞 =
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= �̇�

  

 

  𝛿𝑆𝐶
𝛿𝑆 = 𝛿𝑆𝐶

+ 𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆

 

 

 𝛿𝑆(𝑠)
 𝑞(𝑠)

  

𝛿𝑆𝐶
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𝑠
𝜃(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)

 

𝑞(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
=

𝑠𝜃(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
=

−7,02 ∗ 𝑠 ∗ (𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,145𝑠 + 0,175)(𝑠² + 0,844𝑠 + 4,452)

 
1

2,8

 
 

𝐹𝑆𝑇 =
1

2,8
𝛿𝑆𝑇 = 𝑘𝛿𝑆𝑇
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80°𝐶

𝑅 = 3 𝑐𝑚 𝐿

 
𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝟎 

𝑳 

𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝟎 

𝑳 
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𝑆

𝑒 = 2 𝑚𝑚

𝑑𝑥 

𝑥

𝑆𝑙𝑎𝑡 𝑒𝑥𝑡

𝑑𝑟

𝑟 𝑅 > 𝑟 > 𝑅 − 𝑒

𝑺 

𝒆𝜽⃗⃗⃗⃗  

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒆 

𝑹 

𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝒙 𝒙 + 𝒅𝒙 

𝑺𝒍𝒂𝒕 𝒆𝒙𝒕 

𝒅𝒙 

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒆 𝒓 

𝒓 + 𝒅𝒓 
𝒅𝒓 

…
 

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒅𝒓 

𝒓 + 𝒅𝒓 
𝒓 

𝑺𝒍𝒂𝒕(𝒓) 
𝑺𝒍𝒂𝒕(𝒓 + 𝒅𝒓) 
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𝑑𝑟 𝑑𝑥

𝑈 𝑊

𝑄

 

𝑈 = 𝑄 + 𝑊

 𝑟 𝑑𝑥

𝑺𝒆𝒄𝒉(𝒓)

𝑑𝑥 𝑟

𝑑𝑥
2𝜋𝑟

2

𝑸 

𝑩𝒐𝒓𝒅 𝒅′𝒂𝒕𝒕𝒂𝒒𝒖𝒆 
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𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟) =
2𝜋𝑟

2
𝑑𝑥 = 𝜋𝑟𝑑𝑥

𝜑𝑟 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)  

𝜑𝑟(𝑡) =
𝑑𝑄

𝑑𝑡

 𝜑𝑟  

𝜑𝑟 𝐽. 𝑠−1 𝑊

𝑗𝑡ℎ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟, 𝑡)  

𝜑𝑟(𝑡) = 𝑗𝑡ℎ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟). 𝑒𝑟⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

 𝑗𝑡ℎ  

 

 𝑗𝑡ℎ 𝑊.𝑚−2

𝑗𝑡ℎ

 

 

𝑈 = 𝑄
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𝑡 𝑡 + 𝑑𝑡 

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) = 𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡

 

𝑑𝑡

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

𝑑𝑄𝑟 = 𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟) 𝑑𝑄𝑟+𝑑𝑟 = 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟) ≈ 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

  

𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡

 

[𝜑𝑟(𝑡) − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)]𝑑𝑡 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟)]𝑑𝑡

≈ [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟) ≈ 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

3 𝑐𝑚 2 𝑚𝑚

 𝑈

𝑢 𝐽.𝑚−3 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑟

 

𝑈 = 𝑢𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑟

  

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) =
𝑑𝑈

𝑑𝑡
𝑑𝑡

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)

𝑑𝑟

 

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡
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𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) =
𝑑𝑈

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =

𝑑(𝑢𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑟)

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑟𝑑𝑡

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑟𝑑𝑡 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑑𝑟 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)

𝑑𝑟

𝑟 𝑟 + 𝑑𝑟

 

𝑗𝑡ℎ = −𝜆
𝑑𝑇

𝑑𝑟

𝜆 𝑇

 

 

𝜆 = −
𝑗𝑡ℎ𝑑𝑟

𝑑𝑇

  

(𝑊.𝑚−2). (𝑚)

(𝐾)
= 𝑊.𝑚−1𝐾−1

 𝑟 

𝑗𝑡ℎ  

𝑟

80°𝐶
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𝑑𝑇

𝑑𝑟
< 0 𝑗𝑡ℎ > 0

𝑒𝑟⃗⃗  ⃗

 

 

 𝜆𝑎𝑙𝑢 = 226 𝑆𝐼 𝜆𝑓𝑒𝑟 = 72 𝑆𝐼

 

𝑒

𝜌𝑐
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜆

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2

𝜌 𝑐

 l’

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2
=

𝑑 (
𝑑𝑇
𝑑𝑟

)

𝑑𝑟

 𝑐

 

𝑐 =
𝜆

𝜌

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2

𝑑𝑡

𝑑𝑇
=

𝑊.𝑚−1. 𝐾−1

𝑘𝑔.𝑚−3

𝐾

𝑚2

𝑠

𝐾
= 𝑊𝑠.𝐾−1. 𝑘𝑔−1 = 𝐽. 𝐾−1. 𝑘𝑔−1

5°𝐶

𝑟

 𝑟

 

𝜆
𝑑2𝑇

𝑑𝑟2
= 𝜌𝑐

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 0

 

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2
= 0
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𝑟 on a 

𝑇(𝑟) = 𝑘1𝑟 + 𝑘2

𝑘1 𝑘2 𝑟

 
𝑑𝑇

𝑑𝑟

 

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= 𝑘1 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 =

𝑇(𝑅) − 𝑇(𝑅 − 𝑒)

𝑅 − (𝑅 − 𝑒)

𝑑𝑇

𝑑𝑟
=

(273,15 + 5) − (273,15 + 80)

𝑒
=

5 − 80

2
1 000

= −37 500 𝐾.𝑚−1

 𝑗𝑡ℎ 𝑟

 

𝑗𝑡ℎ = −𝜆𝑎𝑙𝑢

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= −226.−37 500 = 8 475 000 𝑊.𝑚−2

𝑟

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

→
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𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑅) 𝑑𝑥

 𝑑𝑥 = 2 𝑐𝑚

𝜑𝑅 = 𝑗𝑡ℎ. 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑅) = 𝑗𝑡ℎ. 𝜋𝑅. 𝑑𝑥 = 8 475 000. 𝜋
3

100
.

2

100
= 15 975 𝑊

15 975 𝐽

 

 

 

𝜑𝑅 = 𝑗𝑡ℎ. 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑅) = −𝜆𝑓𝑒𝑟

𝑑𝑇

𝑑𝑟
. 𝜋𝑅. 𝑑𝑥 = −72.−37 500. 𝜋

3

100
.

2

100
= 5 089 𝑊
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: 
 

: 
 

:
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𝑅 𝑣

 

𝐹 = −6𝜋𝜂𝑅𝑣

𝜂

𝜌

𝑁  

𝑁 = 𝜌. 𝜂𝐵. 𝑅𝐶 . 𝑣𝐷
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(0, 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗ , 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ , 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗)

 

 

 

 

𝑔 = −𝑔 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗                  (avec 𝑔 = 9.81
𝑚

𝑠2
)

 

∇𝑝⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜌 𝑔 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑟 = 287
𝐽

𝑘𝑔.𝐾

  𝑝 = 𝜌𝑟𝑇

 𝑓 

∇𝑓⃗⃗ ⃗⃗ =

(

 
 
 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑓

𝜕𝑧)

 
 
 
 

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗

𝜌0(𝑝0, 𝑇0) 𝑝0 = 101325 𝑃𝑎

𝑇0 = 288 𝐾

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑧

𝑝(𝑧) 𝑝, 𝑇, 𝑟 𝑒𝑡 𝑔
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𝑇 = 𝑇0 = 288 𝐾

𝑝

𝑧  

𝑝(𝑧) = 𝑝0𝑒
−
𝑧
𝐻0

𝐻0
𝑇0, 𝑟 𝑒𝑡 𝑔

𝐻0

(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

  𝑧 = 2500 𝑚

𝑧 = 2500 𝑚

𝐿𝑧 𝐿𝑧

 

𝑝 = 𝐾𝜌𝛾 𝐾 𝛾 =
𝑐𝑝

𝑐𝑣
= 1.4

 

   

𝑝(𝑧) = 𝑝0 (1 −
𝛾 − 1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

𝛾
𝛾−1

𝑝(𝑧) 𝑇(𝑧)

 

 𝑇(𝑧) = 𝑇0 (1 −
𝛾−1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

𝑧 = 0 𝑚, 𝑧 = 2500 𝑚 𝑧 = 5000 𝑚

𝑧 = 2500 𝑚 𝐿𝑧
𝐿𝑧
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(
𝜕𝑇

𝜕𝑧
)

𝐾

𝑘𝑚

  

 

 

 

−6.5
𝐾

𝑘𝑚
𝑧 < 11 𝑘𝑚).

 

𝑳𝒛=𝟐𝟓𝟎𝟎𝒎 = 𝟏𝟎. 𝟔 𝒎 = 𝟑𝟒 𝒇𝒕

𝐿𝑧(ℎ𝑢𝑚𝑖𝑑𝑒)
𝐿𝑧(𝑠𝑒𝑐) 𝐿𝑧(𝑖𝑠𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑒)
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 75 𝑚

𝑎 = 4 𝑔

𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 75 𝑘𝑁

 𝑚 = 12 𝑡𝑜𝑛𝑛𝑒𝑠

 𝜌 = 1,225 𝑘𝑔/𝑚3

𝑥 𝑧  𝑥0⃗⃗⃗⃗ 𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ �⃗� = 𝑉𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 

 

 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 = 5 °

 𝐶𝑧 = 0,1𝛼 𝛼

 𝐶𝑥 = 0,01 + 0,12𝐶𝑧
2

 𝑆 = 46 𝑚2

 (𝐶𝑥𝑆)𝑓 = 1 𝑚
2

�⃗⃗�  

�⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝒛𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝟏 𝟐 𝟑 
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 276 𝑘𝑚/ℎ

 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ 

276 𝑘𝑚/ℎ

 

 

𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 (𝑟𝑎𝑑)

 2𝜋 ↔ 360 °

𝛾

 

𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) ≈ 𝛾 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃) ≈ 1

1,225 𝑘𝑔/𝑚3

 

400 𝑘𝑚/ℎ 𝜃 = 28,6 °
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𝑘𝑓𝑏

 

 

   

𝑘𝑎
𝑠 + 0,1

𝑠
𝑘𝑎

   
10

𝑠 + 10
   

1

𝑠 + 0,1
   

0,038𝑠

𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053
   

𝑘𝑓𝑏(10𝑠 + 1)
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∆𝑢𝑟𝑒𝑓 = 1 𝑚. 𝑠
−1 

𝑘𝑎 = 1 𝑘𝑓𝑏

          

 

𝑘𝑓𝑏 = 5 

𝑘𝑓𝑏 = 1 

𝑘𝑓𝑏 = 0,1 
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𝒅 = 𝟏𝟎𝟎 𝒎𝒎
𝒎 = 𝟏𝟎 𝒌𝒈
 

𝑻𝒏𝒆𝒊𝒈𝒆 = 𝟎°𝑪

𝒍 = 𝟓𝒎

 
𝝎𝑨 = 𝟐𝟎𝟎 𝒓𝒂𝒅/𝒔

 
𝒗𝑨 = 𝟏𝟎𝟎 𝒎/𝒔

 
𝑻𝒐𝒃𝒖𝒔 = 𝟒𝟎°𝑪

(𝐴𝐵𝑥 )

(𝒙𝑨 = 𝟎 𝒎, 𝒕𝑨 = 𝟎 𝒔).

  

 𝐽∆

𝐽∆ =
𝑚𝐷2

4

 

∆𝑄 = 𝑚𝑐𝑝∆𝑇 𝑚 𝑐𝑝

 (𝑒𝑛 
𝐽

𝐾𝑔.𝐾 
) ∆𝑇

 ∆  

𝐸𝑐𝑖𝑛 = 𝐽∆
𝜔∆
2

2
𝜔∆

  

∑𝑀∆,𝐹𝑒𝑥𝑡 = 𝐽∆
𝑑𝜔

𝑑𝑡

  ∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
= ∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|𝐴

𝐵
+ ∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|𝐴

𝐵

�⃗� 

 𝛾

  �⃗� 

 �⃗�  (𝐴𝐵𝑥 )
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𝛾 𝑣𝐴 𝑡𝐵 𝑡𝐵

|�⃗� |

𝐶𝑓

𝐶𝑓

𝐶𝑓

 

𝑅 𝐶𝑓

 

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵

𝑚, 𝐽∆, 𝑣𝐴 𝜔𝐴

∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|𝐴
𝐵

∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|𝐴
𝐵

 

 

∆𝑄

𝑐𝑝 = 0.48
𝐽

𝑔.𝐾

𝑐 = 334 𝑘𝐽/𝑘𝑔
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: 
 

: 
 

:
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𝑅 𝑣

 

𝐹 = −6𝜋𝜂𝑅𝑣

𝜂

[𝐹] = [𝜂]. [𝑅]. [𝑣] = 𝑀. 𝐿. 𝑇−2

[𝜂] =
[𝐹]

[𝑅]. [𝑣]
=
𝑀. 𝐿. 𝑇

𝑇2. 𝐿2
=
𝑀

𝑇. 𝐿

𝜂
𝑘𝑔

𝑚.𝑠

𝜌

𝑁  

𝑁 = 𝜌. 𝜂𝐵. 𝑅𝐶 . 𝑣𝐷

[𝑁] = [𝜌]. [𝜂]𝐵. [𝑅]𝐶 . [𝑣]𝐷 =
𝑀

𝐿3
.
𝑀𝐵

𝑇𝐵. 𝐿𝐵
. 𝐿𝐶 .

𝐿𝐷

𝑇𝐷
= 𝑀(1+𝐵). 𝐿(𝐶+𝐷−𝐵−3). 𝑇−(𝐷+𝐵)

 

{
1 + 𝐵 = 0
𝐷 + 𝐵 = 0

𝐶 + 𝐷 − 𝐵 − 3 = 0                

                        
→        {

𝐵 = −1                     
𝐷 = −𝐵 = 1            
𝐶 = 3 − 𝐷 + 𝐵 = 1

  

 

𝑁 =
𝜌. 𝑅. 𝑣

𝜂
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(0, 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗ , 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ , 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗)

 

 

 

 

𝑔 = −𝑔 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗                  (avec 𝑔 = 9.81
𝑚

𝑠2
)

 

∇𝑝⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜌 𝑔 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑟 = 287
𝐽

𝑘𝑔.𝐾

  𝑝 = 𝜌𝑟𝑇

 𝑓 

∇𝑓⃗⃗ ⃗⃗ =

(

 
 
 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑓

𝜕𝑧)

 
 
 
 

=
𝜕𝑓

𝜕𝑥
 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑦
 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ +

𝜕𝑓

𝜕𝑧
 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗

𝜌0(𝑝0, 𝑇0) 𝑝0 = 101325 𝑃𝑎

𝑇0 = 288 𝐾

𝜌 =
𝑝

𝑟𝑇
=

101325

287 × 288
= 1.225 𝑘𝑔/𝑚3
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𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑧

𝑝(𝑧) 𝑝, 𝑇, 𝑟 𝑒𝑡 𝑔

∇𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

(

 
 
 
 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝜕𝑝

𝜕𝑧)

 
 
 
 

= 𝜌 𝑔 = −𝜌𝑔 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ = (
0
0
−𝜌𝑔

)

 

{
  
 

  
 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0  

                    
→       𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑦, 𝑧)                                                

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0 

                    
→       𝑝(𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑧)                                                          

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔 

                    
→      

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=
𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −𝜌𝑔

                    
→       𝑑𝑝 = −𝜌𝑔. 𝑑𝑧

𝑑𝑝 = −
𝑝

𝑟𝑇
𝑔. 𝑑𝑧 

                    
→       

𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑔

𝑟𝑇
. 𝑑𝑧  

 

𝑇 = 𝑇0 = 288 𝐾

𝑝

𝑧  

𝑝(𝑧) = 𝑝0𝑒
−
𝑧
𝐻0

𝐻0
𝑇0, 𝑟 𝑒𝑡 𝑔

𝑇 = 𝑇0 = 288 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒  
𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑔

𝑟𝑇0
. 𝑑𝑧  

𝑑(ln 𝑝) = −
𝑔

𝑟𝑇0
. 𝑑𝑧

[ln 𝑝]𝑝0
𝑝
= −

𝑔

𝑟𝑇0
[𝑧]0

𝑧

𝑙𝑛 (
𝑝

𝑝0
) = −

𝑔

𝑟𝑇0
𝑧

𝑝(𝑧) = 𝑝0𝑒
−
𝑔
𝑟𝑇0
𝑧
= 𝑝0𝑒

−
𝑧
𝐻0

𝐻0 =
𝑟𝑇0

𝑔
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𝐻0

𝐻0 =
287×288

9.81
= 8425.7𝑚

(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

  𝑧 = 2500 𝑚

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=2500𝑚

= −
𝑝0
𝐻0
𝑒
−
𝑧
𝐻0 =

101325

8425.7
𝑒−

2500
8425.7 = −8.94 𝑃𝑎/𝑚

𝑧 = 2500 𝑚

𝐿𝑧 𝐿𝑧

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=2500𝑚

= −8.94
𝑃𝑎

𝑚
=  −8.94 × 10−2

ℎ𝑝𝑎

𝑚

𝐿𝑧=2500𝑚 =
1

|
𝜕𝑝
𝜕𝑧
⁄ |

=  11.18
𝑚

ℎ𝑝𝑎
= 36.7 

𝑓𝑡

ℎ𝑝𝑎

 

𝑝 = 𝐾𝜌𝛾 𝐾 𝛾 =
𝑐𝑝

𝑐𝑣
= 1.4
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𝑝(𝑧) = 𝑝0 (1 −
𝛾 − 1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

𝛾
𝛾−1

𝑝(𝑧) 𝑇(𝑧)

 

 𝑇(𝑧) = 𝑇0 (1 −
𝛾−1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

𝐾 =
𝑝

𝜌𝛾
=
𝑝𝑟𝛾𝑇𝛾

𝑝𝛾
=
𝑟𝛾𝑇𝛾

𝑝𝛾−1
 
                           
→         

𝑇

𝑝
𝛾−1
𝛾

= 𝐾′

𝑇0

𝑝0
𝛾−1
𝛾

=
𝑇

𝑝
𝛾−1
𝛾

                           
→         

𝑇(𝑧)

𝑇0
= (
𝑝(𝑧)

𝑝0
)

𝛾−1
𝛾

𝑇(𝑧) = 𝑇0 (1 −
𝛾 − 1

𝛾

𝑧

𝐻0
 )

(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

𝑧 = 0 𝑚, 𝑧 = 2500 𝑚 𝑧 = 5000 𝑚

 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −

𝑝0
𝐻0
(1 −

𝛾 − 1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

1
𝛾−1

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=0

= −
𝑝0
𝐻0
=
101325

8425.7
= −12.025 𝑝𝑎/𝑚

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=2500

= −12.025 (1 − (
0.4

1.4
)
2500

8425.7
)

1
0.4
= −9.64 𝑝𝑎/𝑚

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=5000

= −12.025 (1 − (
0.4

1.4
)
5000

8425.7
)

1
0.4
= −7.56 𝑝𝑎/𝑚
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𝑧 = 2500 𝑚 𝐿𝑧
𝐿𝑧

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=2500

= −9.63
𝑝𝑎

𝑚
= −9.64 × 10−2

ℎ𝑝𝑎

𝑚

𝐿𝑧=2500𝑚 =
1

|
𝜕𝑝
𝜕𝑧
⁄ |

𝑧=2500

= 10.38 
𝑚

ℎ𝑝𝑎

(
𝜕𝑇

𝜕𝑧
)

𝐾

𝑘𝑚

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= −

𝛾−1

𝛾

𝑇0

𝐻0
= −

0.4

1.4
 
288

8425.7
= 9.77 × 10−3𝐾 𝑚⁄     = 9.77𝐾 𝑘𝑚⁄

  

 

 

 

−6.5
𝐾

𝑘𝑚
𝑧 < 11 𝑘𝑚).
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𝑳𝒛=𝟐𝟓𝟎𝟎𝒎 = 𝟏𝟎. 𝟔 𝒎 = 𝟑𝟒 𝒇𝒕

𝐿𝑧(ℎ𝑢𝑚𝑖𝑑𝑒)
𝐿𝑧(𝑠𝑒𝑐) 𝐿𝑧(𝑖𝑠𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑒)
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 75 𝑚

𝑎 = 4 𝑔

𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 75 𝑘𝑁

 𝑚 = 12 𝑡𝑜𝑛𝑛𝑒𝑠

 𝜌 = 1,225 𝑘𝑔/𝑚3

𝑥 𝑧  𝑥0⃗⃗⃗⃗ 𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ �⃗� = 𝑉𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 

 

 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 = 5 °

 𝐶𝑧 = 0,1𝛼 𝛼

 𝐶𝑥 = 0,01 + 0,12𝐶𝑧
2

 𝑆 = 46 𝑚2

 (𝐶𝑥𝑆)𝑓 = 1 𝑚
2

�⃗⃗�  

�⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝒛𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝟏 𝟐 𝟑 
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𝑚𝑎 = 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 + 𝑇𝑐𝑎𝑡𝑎𝑝𝑢𝑙𝑡𝑒 = 𝑚. 4𝑔 = 12 000. (4.9,81)

 

𝑇𝑐𝑎𝑡𝑎𝑝𝑢𝑙𝑡𝑒 = 470,9 − 2.75 = 320,9 𝑘𝑁

 276 𝑘𝑚/ℎ

 

𝑣 = ∫ 𝑎𝑑𝑡
𝑡

0

= 𝑎𝑡 → 𝑂𝑀 = ∫ 𝑣𝑑𝑡
𝑡𝑀

0

=
𝑎𝑡𝑀
2

2

𝑂 𝑀

𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑹𝒔𝒐𝒍⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑹𝒔𝒐𝒍⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑹𝒄𝒂𝒕𝒂𝒑𝒖𝒍𝒕𝒆⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑹𝒔𝒐𝒍⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑹𝒔𝒐𝒍⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑭𝒛⃗⃗⃗⃗  

𝑻𝒄𝒂𝒕𝒂𝒑𝒖𝒍𝒕𝒆⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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75 𝑚  

𝑡𝑀 = √
2.𝑂𝑀

𝑎
= √

2.75

4.9,81
= 1,96 𝑠

 

𝑣𝑀 = 𝑎𝑡𝑀 = 4.9,81.1,96 = 76,7 𝑚/𝑠 = 276 𝑘𝑚/ℎ

 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ 

276 𝑘𝑚/ℎ

 

 

𝛼 = 𝜃 + 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 

 

 

 

 

 

 

 

𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 (𝑟𝑎𝑑)

 2𝜋 ↔ 360 °

 

 

 

 

 

 

 

�⃗⃗�  
𝜸𝒂𝒊𝒍𝒆𝒔 

𝜽 
�⃗⃗�  

𝜶 �⃗⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝜽 �⃗⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  
𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑭𝒙⃗⃗ ⃗⃗  

𝑭𝒛⃗⃗⃗⃗  
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𝑚𝑎 = 𝑚𝑔 + 𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 

(𝑚𝑔 + 𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 𝑧0⃗⃗  ⃗ = 0

 

𝑚𝑔 − 𝐹𝑧 − 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 =

1

2
𝜌𝑆𝑉20,1𝛼 =

1

2
𝜌𝑆𝑉20,1(𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 + 𝜃)

 

𝑚𝑔 −
1

2
𝜌𝑆𝑉20,1(𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 + 𝜃) − 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 .

2𝜋

360
. 𝜃 = 0

 

𝐶𝑧 = 0,1𝛼

(
2𝜋

360
)

 

𝑚𝑔 =
1

2
𝜌𝑆𝑉20,1(𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 + 𝜃) + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 .

2𝜋

360
. 𝜃

𝑚𝑔 −
1

2
𝜌𝑆𝑉20,1𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 = (

1

2
𝜌𝑆𝑉20,1 + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 .

2𝜋

360
)𝜃

 

𝜃 =
𝑚𝑔 −

1
2 𝜌𝑆𝑉

20,1𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠

1
2𝜌𝑆𝑉

20,1 + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 .
2𝜋
360

𝜃 =
12 000.9,81 −

1
21,225.46. 76,7

20,1.5

1
2 1,225.46. 76,7

20,1 + 2.75 000.
2𝜋
360

= 1,8 °

 

𝛼 = 5 + 1,8 = 6,8 °
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𝛾

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑚𝑔 = 0⃗ 

  

𝜃 + 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 = 𝛾 + 𝛼 

𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) ≈ 𝛾 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃) ≈ 1

1,225 𝑘𝑔/𝑚3

 

400 𝑘𝑚/ℎ 𝜃 = 28,6 °

 

𝜽 

�⃗⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  
𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑭𝒙⃗⃗ ⃗⃗  

𝑭𝒛⃗⃗⃗⃗  
𝒙𝒂⃗⃗⃗⃗  

�⃗⃗�  

𝜸 
𝜶 𝜸𝒂𝒊𝒍𝒆𝒔 
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𝛾, 𝜃, 𝛼, 𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟

 

 

𝛼 = 𝜃 − 𝛾 + 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠      (1)

 

 

(𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑚𝑔 ). 𝑥 = 0

−𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) − 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃) + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0      (2)

 

−𝐹𝑧(𝛾 − 𝜃) − 𝐹𝑥 + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 −𝑚𝑔𝜃 = 0      (2)

 

(𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑚𝑔 ). 𝑧 = 0

−𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃) + 𝐹𝑥𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) +𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0       (3)

 

−𝐹𝑧 +𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0       (3)

 

𝜃 = 28,6 °

 

−𝐹𝑧 +𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0       (3)

−
1

2
𝜌𝑆𝑉20,1𝛼 +𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0       (3)

 

𝛼 =
𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃

1
2𝜌𝑆𝑉

20,1
=
12 000.9,81. 𝑐𝑜𝑠0,5

1
2 1,225.46. 111,1

20,1
= 2,97 °       (3)

400 𝑘𝑚/ℎ = 111,1 𝑚/𝑠

 

𝛾 = −𝛼 + 𝜃 + 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠       (1)

𝛾 = −2,97 + 28,6 + 5 = 30,63 °       (1)
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−𝐹𝑧(𝛾 − 𝜃) − 𝐹𝑥 + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 −𝑚𝑔𝜃 = 0      (2)

2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 𝑚𝑔𝜃 + 𝐹𝑧(𝛾 − 𝜃) + 𝐹𝑥       (2)

 

𝐹𝑧 ≈ 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 12 000.9,81. 𝑐𝑜𝑠0,5 = 103,3 𝑘𝑁

 

𝐹𝑥 = 𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 + 𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠𝑒𝑙𝑎𝑔𝑒 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + (𝐶𝑥𝑆)𝑓)

=
1

2
1,225. 111,12(46 [0,01 + 0,12.0,2972] + 1)

= 14,7 𝑘𝑁

 

2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 12 000.9,81.28,6
2𝜋

360
+ 103 300(30,63 − 28,6)

2𝜋

360
+ 14 700      (2)

 

2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 77,2 𝑘𝑁

𝜃 = 28,6 °, 𝛾 = 30,63 °, 𝛼 = 2,97 ° 

 

 

 

 

 

 

  

 

𝜽 

�⃗⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  
𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑭𝒙⃗⃗ ⃗⃗  

𝑭𝒛⃗⃗⃗⃗  

�⃗⃗�  

𝜸 

𝜶 𝜸𝒂𝒊𝒍𝒆𝒔 

�⃗�  
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∆𝑢𝑟é𝑓
∆𝑢
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∆𝜃(𝑠)

∆𝛿𝑇(𝑠)

 

  

27 𝑠

 

∆𝑢(𝑡) = 𝐾𝑒−𝜉𝜔𝑛𝑡𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑝𝑡)

𝑡 = 50 100 𝑠  

∆𝑢(50) = −0,06 = −𝐾𝑒−𝜉𝜔𝑛50

∆𝑢(100) = −0,02 = −𝐾𝑒−𝜉𝜔𝑛100

 

∆𝑢(50)

∆𝑢(100)
=
0,06

0,02
= 𝑒−𝜉𝜔𝑛(50−100) → 𝑙𝑛 (

0,06

0,02
) = −𝜉𝜔𝑛(50 − 100)

 

1,1 = 50𝜉𝜔𝑛 → 𝜉𝜔𝑛 = 0,02 𝑠
−1
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𝑘𝑓𝑏
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𝑘𝑎
𝑠 + 0,1

𝑠
𝑘𝑎

   
10

𝑠 + 10
   

1

𝑠 + 0,1
   

0,038𝑠

𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053
   

𝑘𝑓𝑏(10𝑠 + 1)

∆𝑢𝑟𝑒𝑓 = 1 𝑚. 𝑠
−1 

𝑘𝑎 = 1 𝑘𝑓𝑏

          

𝑘𝑓𝑏 = 1 

𝑘𝑓𝑏 = 0,1 
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𝑘𝑓𝑏   

1

𝑘𝑓𝑏 = 1

𝑘𝑓𝑏 = 5 
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𝑘𝑎 = 1
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𝒅 = 𝟏𝟎𝟎 𝒎𝒎
𝒎 = 𝟏𝟎 𝒌𝒈
 

𝑻𝒏𝒆𝒊𝒈𝒆 = 𝟎°𝑪

𝒍 = 𝟓𝒎

 
𝝎𝑨 = 𝟐𝟎𝟎 𝒓𝒂𝒅/𝒔

 
𝒗𝑨 = 𝟏𝟎𝟎 𝒎/𝒔

 
𝑻𝒐𝒃𝒖𝒔 = 𝟒𝟎°𝑪

(𝐴𝐵𝑥 )

(𝒙𝑨 = 𝟎 𝒎, 𝒕𝑨 = 𝟎 𝒔).

  

 𝐽∆

𝐽∆ =
𝑚𝐷2

8

 

∆𝑄 = 𝑚𝑐𝑝∆𝑇 𝑚 𝑐𝑝

 (𝑒𝑛 
𝐽

𝐾𝑔.𝐾 
) ∆𝑇

 ∆  

𝐸𝑐𝑖𝑛 = 𝐽∆
𝜔∆
2

2
𝜔∆

  

∑𝑀∆,𝐹𝑒𝑥𝑡 = 𝐽∆
𝑑𝜔

𝑑𝑡

  ∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
= ∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|𝐴

𝐵
+ ∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|𝐴

𝐵

�⃗� 
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 𝛾

  �⃗� 

 �⃗�  (𝐴𝐵𝑥 )

 :  

∑𝐹 = 𝑚𝛾 (𝑡) 

 

𝑚𝛾 (𝑡) = �⃗� + �⃗� cos(𝛼) 

𝑚𝛾(𝑡) = 𝑅 +𝑚𝑔cos (𝛼) 

 

𝛾 =
𝑅

𝑚
+ 𝑔cos (𝛼) 

 

𝛾 𝑣𝐴 𝑡𝐵 𝑡𝐵

𝛾(𝑡) =
𝑅

𝑚
+ 𝑔cos (𝛼) 

 

𝑣(𝑡) = 𝑣𝐴 + 𝛾𝑡

𝑥(𝑡) = 𝑣0𝑡 +
𝛾𝑡2

2

  𝑣(𝑡𝐴) = 𝑣(0) = 𝑣0 = 𝑣𝐴 𝑣(𝑡𝐵) = 𝑣(𝑡𝐵) = 𝑣𝐴 = 𝛾𝑡𝐵

𝑥(𝑡𝐴) = 𝑥(0) = 𝑥0 = 0 𝑥(𝑡𝐵) = 𝑥(𝑡𝐵) = 𝑣0𝑡𝐵 +
𝛾𝑡𝐵

2

2
= 𝑙

𝑡𝐵 = −
𝑣𝐴
𝛾

−
𝑣𝐴
2

𝛾
+
𝑣𝐴
2

2𝛾
= −

𝑣𝐴
2

2𝛾
= 𝑙

−
𝑣𝐴
2

2𝑙
= 𝛾 =  

−10000

10
= −103 𝑚/𝑠2       

𝑡𝐵 =
−100

−1000
= 0.1 𝑠
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|�⃗� |

𝛾(𝑡) =
𝑅

𝑚
+ 𝑔 cos(𝛼)     

  𝑅 = 𝑚𝛾 −𝑚𝑔 cos(𝛼) = −104 − 10 × 9,81 × 0.707 =  −10069.35 𝑁  

𝐶𝑓

𝐶𝑓

∑𝑀∆,𝐹𝑒𝑥𝑡 = 𝐽∆
𝑑𝜔

𝑑𝑡
=
𝑚𝐷2

8
.
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝐶𝑓

𝑑𝜔

𝑑𝑡
=
8𝐶𝑓

𝑚𝐷2

𝐶𝑓

𝑑𝜔

𝑑𝑡
=
8𝐶𝑓

𝑚𝐷2

𝜔(𝑡) = 𝜔0 +
8𝐶𝑓

𝑚𝐷2
 𝑡

𝜔(𝑡𝐴) = 𝜔(0) = 𝜔𝐴 = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠

𝜔(𝑡𝐵) = 0 = 𝜔𝐴 +
8𝐶𝑓

𝑚𝐷2
 𝑡𝑏

𝐶𝑓 :

𝐶𝑓 = −
𝜔𝐴𝑚𝐷

2

4𝑡𝑏
= −

200 × 10 × 0.1 × 0.1

8 × 0.1
= −25 𝑁.𝑚. 𝑟𝑎𝑑

 

𝑅 𝐶𝑓

 

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵

𝑚, 𝐽∆, 𝑣𝐴 𝜔𝐴

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
=
1

2
𝑚(𝑣𝐵

2 − 𝑣𝐴
2) + 𝐽∆

(𝜔𝐵
2 −𝜔𝐴

2)

2

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
= −

1

2
𝑚𝑣𝐴

2 − 𝐽∆
𝜔𝐴
2

2
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∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
= −

1

2
105 −

4 × 103

16
= −5 × 104 − 0.25 × 103 = −50250 𝐽

∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|𝐴
𝐵

∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|
𝐴

𝐵

= 𝑃 × ℎ = 10 × 9.81 × 3,54 = 347,27 𝐽

∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|𝐴
𝐵

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
=∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|

𝐴

𝐵

+∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|
𝐴

𝐵

= −50250 𝐽 = 347,27 +∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|
𝐴

𝐵

∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|
𝐴

𝐵

= −50250 − 347.27 = −50597,27 𝐽

 

 

∆𝑄

𝑐𝑝 = 0.48
𝐽

𝑔.𝐾

∆𝑄 = 𝑚𝑐𝑝∆𝑇 = 10 × 480 × 40 = 192 000 𝐽

 

192 000 𝐽 + 50597,27 𝐽 = 242 597,27 𝐽

𝑐 = 334 𝑘𝐽/𝑘𝑔

𝑚𝑛𝑒𝑖𝑔𝑒 =
242 597,27

334000
= 0,726 𝑘𝑔


