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f.lartigue
Zone de texte

f.lartigue
Tampon
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𝐵𝑎

 

𝐵𝑎 =
ℎ𝑟𝑆

𝐹𝑐𝑝

 

ℎ𝑟 

𝑆 

𝐹 

𝑐𝑝 

 

ℎ𝑟



 

Page 4 sur 24 
 

 

 

 

 𝑚 = 10 000 𝑘𝑔

 𝑆 = 54,5 𝑚2

 𝑆𝑓𝑢𝑠 = 7 𝑚2

 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 0,5 𝑚2

 𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 = 0,85

𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 1

 휀 = 1,5°

 𝜌 = 1,225 𝑘𝑔/𝑚3

 : 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

�⃗� �⃗�  

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝑓. 𝑃

𝟒 
𝟑 

𝟐 

𝟏 

𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

�⃗⃗�  

�⃗⃗�  
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𝑓 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡

�⃗�  

𝑇 ≤ 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 𝑚𝑎𝑥 = 𝑓𝑠𝑃

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 𝑔𝑙𝑖𝑠𝑠 = 𝑓𝑐 . 𝑃

𝑓𝑠 = 0,9 𝑓𝑐 = 0,8

 

 𝐺

 𝑅0 𝐺, 𝑥0⃗⃗⃗⃗ , 𝑦0⃗⃗⃗⃗ , 𝑧0⃗⃗  ⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑅𝑓 𝐺, 𝑥𝑓⃗⃗⃗⃗ , 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗ , 𝑧𝑓⃗⃗  ⃗ 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑅 𝐺, 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 𝑦 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝛼

 휀

 𝜃

 𝛾

𝛼 

𝛾 𝜃 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 

𝑥 𝑓 

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑥  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗�  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 

휀 

�⃗�  

𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕 𝒎𝒂𝒙 
𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕 𝒈𝒍𝒊𝒔𝒔 
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 𝐺

 

�⃗� = 𝑇. 𝑥𝑓⃗⃗⃗⃗ 

 

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑚𝑔. 𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑔 = 9,81 𝑚. 𝑠−2

 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ = −𝐹𝑧. 𝑧 = −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧. 𝑧 

 

𝐶𝑧 = 𝐴𝛼

𝐴 = 0,1 𝑑𝑒𝑔−1

 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ = −𝐹𝑥 . 𝑥 = −(𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒 + 𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝐹𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠). 𝑥 = −
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠). 𝑥 

 

𝐶𝑥 = 𝐶𝑥0 + 𝑘𝐶𝑧
2

𝐶𝑥0 = 0,015 𝑘 = 0,03

 

𝑋  

𝑋 = 𝑎0𝑥0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0𝑦0⃗⃗⃗⃗ + 𝑐0𝑧0⃗⃗  ⃗

 

𝑋 = (

𝑎0

𝑏0

𝑐0

)

𝑅0

 

 

�⃗� = (

𝑉𝑥0

𝑉𝑦0

𝑉𝑧0

)

𝑅0

 

 

‖�⃗� ‖ = 𝑉 = √𝑉𝑥0
2 + 𝑉𝑦0

2 + 𝑉𝑧0
2

 

(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅0
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(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅0

= (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅0
+ (𝐹𝑧⃗⃗  ⃗)𝑅0

+ (𝐹𝑥⃗⃗  ⃗)𝑅0
+ (�⃗� )

𝑅0

 (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅0
 𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑅0

 �⃗� 

(�⃗� )
𝑅0

 

 𝛼, 휀, 𝛾 𝜃

 

𝑉𝑥0 = 250 𝑘𝑚/ℎ 𝑉𝑧0 = 10 𝑘𝑚/ℎ

 𝛾

.

 

𝐹𝑥
𝑇 𝛼

 𝜃

 

  𝑇
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𝑉𝑥0 = 220 𝑘𝑚/ℎ 𝑉𝑧𝑓 = 30 𝑘𝑚/ℎ

 

 

 

.

 

𝑅𝑎𝑟𝑟 = 2 000 𝑚

 

50 𝑘𝑚/ℎ

 𝑡𝑎𝑟𝑟

 

 𝑐𝑜𝑠𝛾 ≈ 1

𝑅𝑎𝑟𝑟 

�⃗�  
�⃗�  

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 
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 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 𝑉

  

 

𝑉  𝐹𝑥 = 𝐾𝑉 𝐾

𝐾
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𝜂

 

 

 

 

𝑉𝑂𝑅𝐵 = 𝑅0√
𝑔0

𝑅0+ℎ
𝑅0 ℎ

𝑔0

𝑔0 = 9,81 𝑚. 𝑠−2
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𝑔 = 𝑔0 =
9,81 𝑚. 𝑠−2
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 𝑀 = 0,8 𝐻 = 40 000 𝑓𝑡

𝛿𝑆 𝜃

𝜃(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
=

−7,02(𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,145𝑠 + 0,175)(𝑠² + 0,844𝑠 + 4,452)
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𝜃 (𝑑𝑒𝑔)

 

    

 𝜔𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖 ≈ 𝜔𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑙

 

 1°
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𝐹𝑆𝑇 𝛿𝑆𝑐

  𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆
  

𝑞 =
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= �̇�

𝛿𝑆 𝛿𝑆𝑇

  

 

  𝛿𝑆𝐶
𝛿𝑆 = 𝛿𝑆𝐶

+ 𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆

   𝛿𝑆𝐶
𝑞

 

 𝛿𝑆(𝑠)
 𝑞(𝑠)

 

𝜃(𝑠)

𝛿𝑆𝑐(𝑠)
=

−7,02(𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,01335𝑠 + 0,0013)(𝑠 + 1,29)(𝑠 + 4,82)
 

𝛿𝑆𝐶
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    𝛿𝑆𝐶

𝜃
   

𝜃𝐶

 
1

2,8

 
 

𝛿𝑆𝐶

𝛿𝑆

 

 

 

 
𝜃(𝑠)

𝜃𝑐(𝑠)
 

 

 

𝛿𝑆𝐶
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80°𝐶

𝑅 = 3 𝑐𝑚 𝐿

 
𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝟎 

𝑳 

𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝟎 

𝑳 
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𝑆

𝑒 = 2 𝑚𝑚

𝑑𝑥 

𝑥

𝑆𝑙𝑎𝑡 𝑒𝑥𝑡

𝑑𝑟

𝑟 𝑅 > 𝑟 > 𝑅 − 𝑒

𝑺 

𝒆𝜽⃗⃗⃗⃗  

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒆 

𝑹 

𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝒙 𝒙 + 𝒅𝒙 

𝑺𝒍𝒂𝒕 𝒆𝒙𝒕 

𝒅𝒙 

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒆 𝒓 

𝒓 + 𝒅𝒓 
𝒅𝒓 

…
 

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒅𝒓 

𝒓 + 𝒅𝒓 
𝒓 

𝑺𝒍𝒂𝒕(𝒓) 
𝑺𝒍𝒂𝒕(𝒓 + 𝒅𝒓) 
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𝑑𝑟 𝑑𝑥

𝑈 𝑊

𝑄

 

 𝑟 𝑑𝑥

𝑺𝒆𝒄𝒉(𝒓)

𝜑𝑟 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)  

𝜑𝑟(𝑡) =
𝑑𝑄

𝑑𝑡

 𝜑𝑟  

𝑸 

𝑩𝒐𝒓𝒅 𝒅′𝒂𝒕𝒕𝒂𝒒𝒖𝒆 
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𝑗𝑡ℎ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟, 𝑡)  

𝜑𝑟(𝑡) = 𝑗𝑡ℎ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟). 𝑒𝑟⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

 𝑗𝑡ℎ  

 

 

𝑡 𝑡 + 𝑑𝑡 

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) = 𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡

 

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟) ≈ 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

  

𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡

 𝑈

𝑢 𝐽.𝑚−3 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑟

  

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) =
𝑑𝑈

𝑑𝑡
𝑑𝑡

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)

𝑑𝑟

 

𝑗𝑡ℎ = −𝜆
𝑑𝑇

𝑑𝑟

𝜆 𝑇

 

 𝑟 

𝑗𝑡ℎ  
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 𝜆𝑎𝑙𝑢 = 226 𝑆𝐼 𝜆𝑓𝑒𝑟 = 72 𝑆𝐼

 

𝑒

𝜌𝑐
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜆

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2

𝜌 𝑐

 l’

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2
=

𝑑 (
𝑑𝑇
𝑑𝑟

)

𝑑𝑟

 𝑐

 

5°𝐶

𝑟

 𝑟

 
𝑑𝑇

𝑑𝑟

 𝑗𝑡ℎ 𝑟

 

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑅) 𝑑𝑥

 𝑑𝑥 = 2 𝑐𝑚
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: 
 

: 
 

:
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𝐵𝑎

 

𝐵𝑎 =
ℎ𝑟𝑆

𝐹𝑐𝑝

 

ℎ𝑟 

𝑆 

𝐹 

𝑐𝑝 

 

ℎ𝑟

 

[𝑆] = 𝑚2

[𝐹] = 𝑘𝑔. 𝑠−1

[𝑐𝑝] = 𝐽. 𝐾−1. 𝑘𝑔−1

 

[𝐵𝑎] = [
ℎ𝑟𝑆

𝐹𝑐𝑝
] = 1

 

[ℎ𝑟] = [
𝐹𝑐𝑝

𝑆
] =

(𝑘𝑔. 𝑠−1). (𝐽. 𝐾−1. 𝑘𝑔−1)

𝑚2
=

𝐽. 𝐾−1. 𝑠−1

𝑚2
= 𝐽. 𝐾−1. 𝑠−1. 𝑚−2

 

[ℎ𝑟] = 𝑊.𝐾−1.𝑚−2
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 𝑚 = 10 000 𝑘𝑔

 𝑆 = 54,5 𝑚2

 𝑆𝑓𝑢𝑠 = 7 𝑚2

 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 0,5 𝑚2

 𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 = 0,8

𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 1

 휀 = 1,5°

 𝜌 = 1,225 𝑘𝑔/𝑚3

 : 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

�⃗� �⃗�  

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝑓. 𝑃

𝟒 
𝟑 

𝟐 

𝟏 

𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

�⃗⃗�  

�⃗⃗�  
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𝑓 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡

�⃗�  

𝑇 ≤ 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 𝑚𝑎𝑥 = 𝑓𝑠𝑃

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 𝑔𝑙𝑖𝑠𝑠 = 𝑓𝑐 . 𝑃

𝑓𝑠 = 0,9 𝑓𝑐 = 0,8

 

 𝐺

 𝑅0 𝐺, 𝑥0⃗⃗⃗⃗ , 𝑦0⃗⃗⃗⃗ , 𝑧0⃗⃗  ⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑅𝑓 𝐺, 𝑥𝑓⃗⃗⃗⃗ , 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗ , 𝑧𝑓⃗⃗  ⃗ 𝑦𝑓⃗⃗⃗⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑅 𝐺, 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 𝑦 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝛼

 휀

 𝜃

 𝛾

𝛼 

𝛾 𝜃 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 

𝑥 𝑓 

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑥  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗�  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 

휀 

�⃗�  

𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕 𝒎𝒂𝒙 
𝑭𝒇𝒓𝒐𝒕𝒕 𝒈𝒍𝒊𝒔𝒔 
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 𝐺

 

�⃗� = 𝑇. 𝑥𝑓⃗⃗⃗⃗ 

 

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = 𝑚𝑔. 𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑔 = 9,81 𝑚. 𝑠−2

 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ = −𝐹𝑧. 𝑧 = −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧. 𝑧 

 

𝐶𝑧 = 𝐴𝛼

𝐴 = 0,1 𝑑𝑒𝑔−1

 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ = −𝐹𝑥 . 𝑥 = −(𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒 + 𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝐹𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠). 𝑥 = −
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠). 𝑥 

 

𝐶𝑥 = 𝐶𝑥0 + 𝑘𝐶𝑧
2

𝐶𝑥0 = 0,015 𝑘 = 0,03

 

𝑋  

𝑋 = 𝑎0𝑥0⃗⃗⃗⃗ + 𝑏0𝑦0⃗⃗⃗⃗ + 𝑐0𝑧0⃗⃗  ⃗

 

𝑋 = (

𝑎0

𝑏0

𝑐0

)

𝑅0

 

 

�⃗� = (

𝑉𝑥0

𝑉𝑦0

𝑉𝑧0

)

𝑅0

 

‖�⃗� ‖ = 𝑉 = √𝑉𝑥0
2 + 𝑉𝑦0

2 + 𝑉𝑧0
2

 

(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅0
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(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅0

= (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅0
+ (𝐹𝑧⃗⃗  ⃗)𝑅0

+ (𝐹𝑥⃗⃗  ⃗)𝑅0
+ (�⃗� )

𝑅0

 (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅0
 𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ 

𝑅0

 �⃗� 

(�⃗� )
𝑅0

𝛾  

�⃗� = 𝑉𝑥0𝑥0⃗⃗⃗⃗ + 𝑉𝑦0𝑦0⃗⃗⃗⃗ + 𝑉𝑧0𝑧0⃗⃗  ⃗ = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾. 𝑥0⃗⃗⃗⃗ − 𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾. 𝑧0⃗⃗  ⃗

 

(�⃗� )
𝑅0

= (
𝑉𝑥0 = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾

0
𝑉𝑧0 = −𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾

)

𝑅0

 

 

(𝑥0⃗⃗⃗⃗ , 𝑧0⃗⃗  ⃗)

𝑚
𝑑𝑉𝑧0

𝑑𝑡
= 𝑚𝑔 − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝐹𝑥𝑠𝑖𝑛𝛾     (1) 

 

𝑚
𝑑𝑉𝑥0

𝑑𝑡
= 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾     (2) 

 𝛼, 휀, 𝛾 𝜃

 

𝜃 + 휀 = 𝛼 + 𝛾     (3) 

 

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧     (4)

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠)     (5)
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𝑉𝑥0 = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾     (6)

𝑉𝑧0 = −𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾     (7)

7 7  𝑇, 𝐹𝑧, 𝐹𝑥 , 𝜃, 𝛼, 𝑉, 𝛾

 

𝑉𝑥0 = 250 𝑘𝑚/ℎ 𝑉𝑧0 = 10 𝑘𝑚/ℎ

 𝛾

.

  

𝑉𝑥0 = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾     (6)

𝑉𝑧0 = −𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾     (7)

  

√𝑉𝑥0
2 + 𝑉𝑧0

2 = 𝑉

 

𝑉 = √2502 + 102 = 250,199 𝑘𝑚/ℎ

 

𝑐𝑜𝑠𝛾 =
𝑉𝑥0

𝑉
=

250

250,199
= 0,999

𝑠𝑖𝑛𝛾 = −
𝑉𝑧0

𝑉
= −

10

250,199
= −0,040

𝛾 = −0,04

 

𝛾 = −0,04
360

2𝜋
= −2,29°
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𝐹𝑥
𝑇 𝛼

𝑧0⃗⃗  ⃗  𝑉𝑧0 = 𝑐𝑠𝑡𝑒

 

0 = 𝑚𝑔 − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃 − 𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝐹𝑥𝑠𝑖𝑛𝛾 ≈ 𝑚𝑔 − 𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠𝛾     (1) 

 

𝐹𝑧 =
𝑚𝑔

𝑐𝑜𝑠𝛾
=

10 000.9,81

0,999
= 98 178 𝑁

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 =

1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐴𝛼     (4)

 

𝐴 = 0,1 𝑑𝑒𝑔−1

 

𝛼 =
2𝐹𝑧

𝜌𝑆𝑉2𝐴
=

2.98 178

1,225.54,5 (
250
3,6

)
2

0,1

= 6,09°

 𝜃

 

𝜃 + 휀 = 𝛼 + 𝛾     (3) 

 

𝜃 = 𝛼 + 𝛾 − 휀 = 6,09 − 2,29 − 1,5 = 2,3°

 

 

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠)     (5)

 

𝐶𝑥 = 𝐶𝑥0 + 𝑘𝐶𝑧
2

𝐶𝑥0 = 0,015 𝑘 = 0,03
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𝐶𝑥 = 0,015 + 0,03. (0,1.6,09)2 = 0,026

 

𝐹𝑥 =
1

2
1,225. (

250

3,6
)
2

(54,5.0,026 + 7.0,8) = 4 212 + 16 568 = 20 780 𝑁

  𝑇

𝑥0⃗⃗⃗⃗   𝑉𝑥0 = 𝑐𝑠𝑡𝑒

0 = 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾     (2) 

 

𝑇 =
𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 + 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾

𝑐𝑜𝑠𝜃
=

98 178. (−0,039) + 20 780.0,999

𝑐𝑜𝑠 (2,3
2𝜋
360)

= 16 853 𝑁

 

 

𝑉𝑥0 = 220 𝑘𝑚/ℎ 𝑉𝑧𝑓 = 30 𝑘𝑚/ℎ

 

 

𝑉𝑥0 = 𝑉𝑐𝑜𝑠𝛾     (6)

𝑉𝑧0 = −𝑉𝑠𝑖𝑛𝛾     (7)

  

√𝑉𝑥0
2 + 𝑉𝑧0

2 = 𝑉

 

𝑉 = √2202 + 302 = 222,036 𝑘𝑚/ℎ
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𝑐𝑜𝑠𝛾 =
𝑉𝑥0

𝑉
=

220

222,036
= 0,991

𝑠𝑖𝑛𝛾 = −
𝑉𝑧0

𝑉
= −

30

222,036
= −0,135

𝛾 = −0,135

 

𝛾 = −0,135
360

2𝜋
= −7,77°

(3)

(1)

 

0 ≈ 𝑚𝑔 − 𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠𝛾     (1)

 

𝐹𝑧 =
𝑚𝑔

𝑐𝑜𝑠𝛾
=

10 000.9,81

0,991
= 99 008 𝑁

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐴𝛼     (4)

 

𝛼 =
2𝐹𝑧

𝜌𝑆𝑉2𝐴
=

2.99 008

1,225.54,5 (
222
3,6 )

2

0,1

= 7,8°

 

 

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠)

 

𝐶𝑥 = 0,015 + 0,03. (0,1)2. (7,8)2 = 0,033

 

𝐹𝑥 =
1

2
1,225. (

168

3,6
)
2

(54,5.0,033 + 7.0,8 + 0,5.1) = 4 221 + 13 048 + 1 165 = 18 433 𝑁
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0 = 𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 − 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾     (2) 

 

𝜃 + 휀 = 𝛼 + 𝛾     (3) 

𝜃 = 𝛼 + 𝛾 − 휀 = 6,09 − 7,77 − 1,5 = −1,47°

 

𝑇 =
𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛𝛾 + 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠𝛾

𝑐𝑜𝑠𝜃
=

99 008. (−0,135) + 18 433.0,991

𝑐𝑜𝑠 (−1,47
2𝜋
360)

= 4 889 𝑁

 

. 

 

𝛾 

𝜃 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 

𝑥 𝑓 

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑥  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗�  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 

�⃗�  



 

Page 12 sur 42 
 

𝛾 
𝜃 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 

𝑥 𝑓 

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑥  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

�⃗�  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 

�⃗�  

 

𝑉 𝛾 𝛼 𝜃 𝑇 𝐹𝑧 𝐹𝑥
250 𝑘𝑚/ℎ −2,29° 6,09° 2,3° 16 853 𝑁 98 178 𝑁 20 780 𝑁
222 𝑘𝑚/ℎ −7,77° 7,8° −1,47° 4 889 𝑁 99 008 𝑁 18 433 𝑁

 

 

𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠 ∶  16 570 → 13 050 𝑁

𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 ∶

 4 210 → 4 220 𝑁

𝐹𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 1 165 𝑁

 



 

Page 13 sur 42 
 

 

 

𝑅𝑎𝑟𝑟 = 2 000 𝑚

 

50 𝑘𝑚/ℎ

 𝑡𝑎𝑟𝑟

 

𝑉 = 𝑅𝑎𝑟𝑟

𝑑𝛾

𝑑𝑡
= 𝑅𝑎𝑟𝑟

∆𝛾

𝑡𝑎𝑟𝑟
= 𝑅𝑎𝑟𝑟

−𝛾

𝑡𝑎𝑟𝑟

𝛾 = −7,77° 0°

−𝑅𝑎𝑟𝑟𝛾 𝑡𝑎𝑟𝑟

 

𝑡𝑎𝑟𝑟 = 𝑅𝑎𝑟𝑟

−𝛾

𝑉
= 2 000

7,77
2𝜋
360

222 − 50
3,6

= 5,67 𝑠

𝑅𝑎𝑟𝑟 

�⃗�  
�⃗�  

𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 
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 𝑐𝑜𝑠𝛾 ≈ 1

(𝑅)

𝑚 (
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅

= (𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ )𝑅 + (𝐹𝑧⃗⃗  ⃗)𝑅
+ (𝐹𝑥⃗⃗  ⃗)𝑅

+ (�⃗� )
𝑅

 

(
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅0

𝑅

= (
𝑑�⃗� 

𝑑𝑡
)

𝑅

𝑅

+ 𝛺𝑅/𝑅0
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗^ (

𝑉
0
0
)

𝑅

= 0⃗ + (

0
𝑑𝛾

𝑑𝑡
0

)

𝑅

^(
𝑉
0
0
)

𝑅

= (

0
0

−𝑉
𝑑𝛾

𝑑𝑡

)

𝑅

𝑧  

−𝑚𝑉
𝑑𝛾

𝑑𝑡
= 𝑚𝑔. 𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝐹𝑧 − 𝑇𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) ≈ 𝑚𝑔 − 𝐹𝑧

𝐹𝑧 = 𝑚𝑔 + 𝑚𝑉
𝑑𝛾

𝑑𝑡

1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 = 𝑚𝑔 + 𝑚𝑉 (

−𝛾

𝑡𝑎𝑟𝑟
)

𝛼 =
2

𝜌𝑆𝑉2𝐴
[𝑚𝑔 + 𝑚𝑉 (

−𝛾

𝑡𝑎𝑟𝑟
)]

 

𝛼 =
2

1,225.54,5. (
222 − 50

3,6 )
2

0,1

[10 000.9,81 + 10 000. (
222 − 50

3,6
)(

−7,77
2𝜋
360

5,67
)] = 14,37°
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휀

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐴𝛼

 

𝛼 = 휀 = 1,5°

𝑉 = 222 − 50 = 172 𝑘𝑚/ℎ

 

𝐹𝑧 =
1

2
1,225.54,5. (

172

3,6
)
2

. 0,1.1,5 = 11 435 𝑁

𝑅𝑠𝑜𝑙
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗ 𝑥0⃗⃗⃗⃗  

𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

𝑧0⃗⃗  ⃗ 

𝐺 
�⃗�  

𝑅𝑠𝑜𝑙
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡

⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ 
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𝑚𝑔 = 10 000.9,81 = 98 100 𝑁

 𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = 𝑓. 𝑅𝑠𝑜𝑙 = 𝑓.
𝑚𝑔

3

 

𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = −𝑓.

𝑚𝑔

3
𝑥0⃗⃗⃗⃗ 

 𝑉

  

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝐹𝑥 + 3𝐹𝑓𝑟𝑜𝑡𝑡 = −(𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒 + 𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠 + 𝐹𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠) − 𝑓.𝑚𝑔

 

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −

1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠) − 𝑓.𝑚𝑔

 

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝑘2𝑉

2 + 𝑘1

𝑘2 𝑘1

𝑉2
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𝑉  𝐹𝑥 = 𝐾𝑉 𝐾

𝐾

 

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝑓𝑢𝑠𝐶𝑥𝑓𝑢𝑠 + 𝑆𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠𝐶𝑥 𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠)

 

𝐶𝑥 = 0,015 + 0,03. (0,1)2. (1,5)2 = 0,016

 

𝐹𝑥 =
1

2
1,225. (

172

3,6
)
2

(54,5.0,016 + 7.0,8 + 0,5.1) = 9 727 𝑁

𝐾 

𝐾 =
𝐹𝑥
𝑉

=
9 727

172
3,6

= 203,55 𝑘𝑔. 𝑠−1

 



 

Page 18 sur 42 
 

 

𝑓 = 𝑓𝑐

𝑚
𝑑𝑉

𝑑𝑡
= −𝐾𝑉 − 𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝑑𝑉

𝑑𝑡
+

𝐾

𝑚
𝑉 = −𝑓𝑐𝑔

 

𝑉(𝑡) = 𝑘1𝑒
−

𝐾
𝑚

𝑡 + 𝑘2

 

𝑉(𝑡 = 0) = 𝑉 → 𝑘1 + 𝑘2 = 𝑉

 

lim
𝑡→+∞

𝑉(𝑡) = 𝑘2 = −
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
 

𝑘1 = 𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
 

𝑉(𝑡) = (𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
)𝑒−

𝐾
𝑚

𝑡 −
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾

 

(−
𝑓𝑐.𝑚𝑔

𝐾
)

−𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝑥 

−𝑥 

−
𝑓𝑐.𝑚𝑔

𝐾

0 𝑡  

𝑉(𝑡) = 0 = (𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
) 𝑒−

𝐾
𝑚

𝑡 −
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾

𝑒−
𝐾
𝑚

𝑡 =

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
𝐾

𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
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𝑒
𝐾
𝑚

𝑡 =
𝑉 +

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
𝐾

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
𝐾

𝐾

𝑚
𝑡 = 𝑙𝑛 (

𝑉 +
𝑓𝑐 .𝑚𝑔

𝐾
𝑓𝑐.𝑚𝑔

𝐾

) = 𝑙𝑛 (
𝐾𝑉

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
+ 1)

 

𝑡 =
𝑚

𝐾
𝑙𝑛 (

𝐾𝑉

𝑓𝑐 .𝑚𝑔
+ 1) =

10 000

203,55
𝑙𝑛(

203,55. (
172
3,6

)

0,8.10 000.9,81
+ 1) = 5,7 𝑠
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∑𝐹 = 𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷 = 𝑚𝑎 ↔ 𝑎 =
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷

𝑚

𝑇 𝐷
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𝑎𝑚𝑎𝑥 =
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑚𝑖𝑛

𝑚𝑚𝑖𝑛
=

2.35.10−3 − 4.10−3

1060
= 6,226.10−5 𝑚. 𝑠−2

𝑎𝑚𝑖𝑛 =
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑚𝑎𝑥

𝑚𝑚𝑎𝑥
=

2.35.10−3 − 12.10−3

1100
= 5,273.10−5 𝑚. 𝑠−2

𝑎𝑚𝑜𝑦 =
𝑇𝑚𝑎𝑥 − 𝐷𝑚𝑜𝑦

𝑚𝑚𝑜𝑦
=

2.35.10−3 − 8.10−3

1080
= 5,741.10−5 𝑚. 𝑠−2

 

𝜖𝑚𝑎𝑥−𝑚𝑜𝑦 =
6,226 − 5,741

5,741
100 = 8,45 %

𝜖𝑚𝑖𝑛−𝑚𝑜𝑦 =
5,273 − 5,741

5,741
100 = −8,15 %

 

  



 

Page 22 sur 42 
 

 

  

 
 

𝜂

 

 

 

𝑃𝑗𝑒𝑡 = 𝑃𝑜𝑢𝑠𝑠𝑒𝑒. 𝑉𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛

 

𝜂 =
𝑃𝑗𝑒𝑡

𝑃𝑒𝑙𝑒𝑐

 18 %, 29 %, 34 % 69 %

𝟏𝟐 𝒎𝑵
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𝑉𝑂𝑅𝐵 = 𝑅0√
𝑔0

𝑅0+ℎ
𝑅0 ℎ

𝑔0

𝑔0 = 9,81 𝑚. 𝑠−2

 

𝑉𝑂𝑅𝐵 = 6378.103√
9,81

6378.103 + 260.103
= 7753 𝑚. 𝑠−1(= 7,75 𝑘𝑚. 𝑠−1)

12 𝑚𝑁  

𝑃𝑢𝑡𝑖𝑙𝑒 = 7753.12.10−3 = 93 𝑊

15000 ℎ  𝑊. 𝑠  

𝐸𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑒𝑒 = 93.15000.3600 = 5 022 000 000 𝐽 = 5.109 𝐽

120 𝑘𝑔

 

12 𝑚𝑁 𝑃𝑗𝑒𝑡 = 262 𝑊

𝑃𝑒𝑙𝑒𝑐 = 380 𝑊 93 𝑊

69 %
93

380
100 =  24,5 %
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𝑔 = 𝑔0 =
9,81 𝑚. 𝑠−2

 

𝐸𝑡 = 𝐸𝑐 + 𝐸𝑝 =
1

2
𝑚𝑉𝑂𝑅𝐵

2 + 𝑚𝑔(𝑅0 + ℎ) =
1

2
1080.77532 + 1080.9,81. (6378 + 260). 103

= 32.109 + 70.109 = 102. 109 𝐽

 

 

1

2
𝑚𝑉𝑂𝑅𝐵

2 + 𝑚𝑔ℎ   ∆𝐸𝑡 = 𝑚𝑔𝑅0

 

 

𝐸𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑢𝑟 =
1

2
𝑚𝑉𝑂𝑅𝐵

2 + 𝑚𝑔ℎ =
1

2
1080.77532 + 1080.9,81.260. 103 = 35.109 𝐽

5.109 𝐽
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𝐸𝑙𝑎𝑛𝑐𝑒𝑢𝑟 + 𝐸𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑒𝑒 = (35 + 5). 109 = 40.109 𝐽

5

40
100 = 12,5%.

 

260 𝑘𝑚 7,75 𝑘𝑚/𝑠

12,5 %

15, 20 25 %

 

327 𝑘𝑚 181 𝑘𝑚

90

80 𝑘𝑚

330 𝑘𝑚 420 𝑘𝑚

 

 

 

https://www.youtube.com/watch?v=sMktaiW9_1M
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 𝑀 = 0,8 𝐻 = 40 000 𝑓𝑡

𝛿𝑆 𝜃

𝜃(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
=

−7,02(𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,145𝑠 + 0,175)(𝑠² + 0,844𝑠 + 4,452)
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𝜃 (𝑑𝑒𝑔)

 

    

𝑇𝑝  = 32 − 17 =  15 𝑠 𝑓𝑝  =
1

15
 𝐻𝑧 𝜔𝑝 =

2𝜋

15
=

0,419 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1

 𝜔𝑎𝑚𝑜𝑟𝑡𝑖 ≈ 𝜔𝑛𝑎𝑡𝑢𝑟𝑒𝑙

 

 

𝑠2 + 2𝜉𝜔𝑛𝑠 + 𝜔𝑛
2

 𝜔𝑝 = 0,419 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1

𝜔𝑝
2 = 0,4192 = 𝜔𝑛

2
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𝜔𝑝 = 𝜔𝑛√1 − 𝜉2

𝜉 (𝜔𝑝 ≈ 𝜔𝑛)

 
2𝜉𝜔𝑛

2𝜔𝑛
=

0,145

2.0,419
= 0,173

 

 1°
 

 

 

lim
𝑡→+∞

𝜃(𝑡) = lim
𝑠→0

𝑠𝑇(𝑠)

 

𝑇(𝑠) =
1

𝑠

𝜃(𝑠)

𝛿𝑠(𝑠)

1

𝑠
𝑠

1

𝑠

 

lim
𝑡→+∞

𝜃(𝑡) = lim
𝑠→0

𝜃(𝑠)

𝛿𝑠(𝑠)
= lim

𝑠→0
(

−7,02(𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,145𝑠 + 0,175)(𝑠² + 0,844𝑠 + 4,452)
)

=
−7,02.0,138.0,334

0,175.4,452
= −0,415°
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−180°

0,075 𝐻𝑧 15 𝑑𝐵 

0 𝑑𝐵 0,03 𝐻𝑧 0,5 𝐻𝑧

−110° 70° −340°

20° 160°

  70°

 

 

𝜃

0° −180°
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𝐹𝑆𝑇 𝛿𝑆𝑐

  𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆
  

𝑞 =
𝑑𝜃

𝑑𝑡
= �̇�

𝛿𝑆

𝛿𝑆𝑇

  

 

  𝛿𝑆𝐶
𝛿𝑆 = 𝛿𝑆𝐶

+ 𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆

   𝛿𝑆𝐶
𝑞

 

 

 

 

 

  

 

 

 

𝛿𝑆𝐶
 

0,75 

𝑞(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
 

1

𝑠
 

𝐺(𝛿𝑆)

57,3
 

1

2,8
 

𝐹𝑆𝑇 𝛿𝑆𝑇  𝛿𝑆𝐶
 

𝛿𝑆𝑆𝐴𝑆
 

𝛿𝑆 𝑞 𝜃 + 
+ 



 

Page 31 sur 42 
 

 𝛿𝑆(𝑠)
 𝑞(𝑠)

  

𝑠
𝜃(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)

 

𝑞(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
=

𝑠𝜃(𝑠)

𝛿𝑆(𝑠)
=

−7,02 ∗ 𝑠 ∗ (𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,145𝑠 + 0,175)(𝑠² + 0,844𝑠 + 4,452)

𝜃(𝑠)

𝛿𝑆𝑐(𝑠)
=

−7,02(𝑠 + 0,138)(𝑠 + 0,334)

(𝑠² + 0,01335𝑠 + 0,0013)(𝑠 + 1,29)(𝑠 + 4,82)
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 0 𝑑𝐵

0,2 𝐻𝑧 100°

280° ±180°

 

 

 

    𝛿𝑆𝐶

𝜃
   

𝜃𝐶
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1

2,8

 
 

𝐹𝑆𝑇 =
1

2,8
𝛿𝑆𝑇 = 𝑘𝛿𝑆𝑇

𝛿𝑆𝐶

𝛿𝑆

 

 

 

 
𝜃(𝑠)

𝜃𝑐(𝑠)
 

 

𝛿𝑆𝑇

𝛿𝑆 𝐺

 

𝛿𝑆𝐶
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80°𝐶

𝑅 = 3 𝑐𝑚 𝐿

 
𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝟎 

𝑳 

𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝟎 

𝑳 
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𝑆

𝑒 = 2 𝑚𝑚

𝑑𝑥 

𝑥

𝑆𝑙𝑎𝑡 𝑒𝑥𝑡

𝑑𝑟

𝑟 𝑅 > 𝑟 > 𝑅 − 𝑒

𝑺 

𝒆𝜽⃗⃗⃗⃗  

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒆 

𝑹 

𝒆𝒙⃗⃗⃗⃗  

𝒙 𝒙 + 𝒅𝒙 

𝑺𝒍𝒂𝒕 𝒆𝒙𝒕 

𝒅𝒙 

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒆 𝒓 

𝒓 + 𝒅𝒓 
𝒅𝒓 

…
 

𝒆𝒓⃗⃗⃗⃗  

𝒅𝒓 

𝒓 + 𝒅𝒓 
𝒓 

𝑺𝒍𝒂𝒕(𝒓) 
𝑺𝒍𝒂𝒕(𝒓 + 𝒅𝒓) 
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𝑑𝑟 𝑑𝑥

𝑈 𝑊

𝑄

 

𝑈 = 𝑄 + 𝑊

 𝑟 𝑑𝑥

𝑺𝒆𝒄𝒉(𝒓)

𝑑𝑥 𝑟

𝑑𝑥
2𝜋𝑟

2

𝑸 

𝑩𝒐𝒓𝒅 𝒅′𝒂𝒕𝒕𝒂𝒒𝒖𝒆 
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𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟) =
2𝜋𝑟

2
𝑑𝑥 = 𝜋𝑟𝑑𝑥

𝜑𝑟 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)  

𝜑𝑟(𝑡) =
𝑑𝑄

𝑑𝑡

 𝜑𝑟  

𝜑𝑟 𝐽. 𝑠−1 𝑊

𝑗𝑡ℎ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟, 𝑡)  

𝜑𝑟(𝑡) = 𝑗𝑡ℎ⃗⃗ ⃗⃗  (𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟). 𝑒𝑟⃗⃗  ⃗ = 𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

 𝑗𝑡ℎ  

 

 𝑗𝑡ℎ 𝑊.𝑚−2

𝑗𝑡ℎ

 

 

𝑈 = 𝑄
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𝑡 𝑡 + 𝑑𝑡 

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) = 𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡

 

𝑑𝑡

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

𝑑𝑄𝑟 = 𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟) 𝑑𝑄𝑟+𝑑𝑟 = 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟) ≈ 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

  

𝜑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)𝑑𝑡 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡

 

[𝜑𝑟(𝑡) − 𝜑𝑟+𝑑𝑟(𝑡)]𝑑𝑡 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡). 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟)]𝑑𝑡

≈ [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟) ≈ 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

3 𝑐𝑚 2 𝑚𝑚

 𝑈

𝑢 𝐽.𝑚−3 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟) 𝑑𝑟

 

𝑈 = 𝑢𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑟

  

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) =
𝑑𝑈

𝑑𝑡
𝑑𝑡

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)

𝑑𝑟

 

𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡
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𝑈(𝑡 + 𝑑𝑡) − 𝑈(𝑡) =
𝑑𝑈

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =

𝑑(𝑢𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑟)

𝑑𝑡
𝑑𝑡 =

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑟𝑑𝑡

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑟𝑑𝑡 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)𝑑𝑡

𝑑𝑢

𝑑𝑡
𝑑𝑟 = [𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)]

 

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝑗𝑡ℎ(𝑟, 𝑡) − 𝑗𝑡ℎ(𝑟 + 𝑑𝑟, 𝑡)

𝑑𝑟

𝑟 𝑟 + 𝑑𝑟

 

𝑗𝑡ℎ = −𝜆
𝑑𝑇

𝑑𝑟

𝜆 𝑇

 

 

𝜆 = −
𝑗𝑡ℎ𝑑𝑟

𝑑𝑇

  

(𝑊.𝑚−2). (𝑚)

(𝐾)
= 𝑊.𝑚−1𝐾−1

 𝑟 

𝑗𝑡ℎ  

𝑟

80°𝐶
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𝑑𝑇

𝑑𝑟
< 0 𝑗𝑡ℎ > 0

𝑒𝑟⃗⃗  ⃗

 

 

 𝜆𝑎𝑙𝑢 = 226 𝑆𝐼 𝜆𝑓𝑒𝑟 = 72 𝑆𝐼

 

𝑒

𝜌𝑐
𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 𝜆

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2

𝜌 𝑐

 l’

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2
=

𝑑 (
𝑑𝑇
𝑑𝑟

)

𝑑𝑟

 𝑐

 

𝑐 =
𝜆

𝜌

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2

𝑑𝑡

𝑑𝑇
=

𝑊.𝑚−1. 𝐾−1

𝑘𝑔.𝑚−3

𝐾

𝑚2

𝑠

𝐾
= 𝑊𝑠.𝐾−1. 𝑘𝑔−1 = 𝐽. 𝐾−1. 𝑘𝑔−1

5°𝐶

𝑟

 𝑟

 

𝜆
𝑑2𝑇

𝑑𝑟2
= 𝜌𝑐

𝑑𝑇

𝑑𝑡
= 0

 

𝑑2𝑇

𝑑𝑟2
= 0
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𝑟 on a 

𝑇(𝑟) = 𝑘1𝑟 + 𝑘2

𝑘1 𝑘2 𝑟

 
𝑑𝑇

𝑑𝑟

 

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= 𝑘1 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 =

𝑇(𝑅) − 𝑇(𝑅 − 𝑒)

𝑅 − (𝑅 − 𝑒)

𝑑𝑇

𝑑𝑟
=

(273,15 + 5) − (273,15 + 80)

𝑒
=

5 − 80

2
1 000

= −37 500 𝐾.𝑚−1

 𝑗𝑡ℎ 𝑟

 

𝑗𝑡ℎ = −𝜆𝑎𝑙𝑢

𝑑𝑇

𝑑𝑟
= −226.−37 500 = 8 475 000 𝑊.𝑚−2

𝑟

𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑟)

→
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𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑅) 𝑑𝑥

 𝑑𝑥 = 2 𝑐𝑚

𝜑𝑅 = 𝑗𝑡ℎ. 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑅) = 𝑗𝑡ℎ. 𝜋𝑅. 𝑑𝑥 = 8 475 000. 𝜋
3

100
.

2

100
= 15 975 𝑊

15 975 𝐽

 

 

 

𝜑𝑅 = 𝑗𝑡ℎ. 𝑆𝑒𝑐ℎ(𝑅) = −𝜆𝑓𝑒𝑟

𝑑𝑇

𝑑𝑟
. 𝜋𝑅. 𝑑𝑥 = −72.−37 500. 𝜋

3

100
.

2

100
= 5 089 𝑊
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: 
 

: 
 

:
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𝑅 𝑣

 

𝐹 = −6𝜋𝜂𝑅𝑣

𝜂

𝜌

𝑁  

𝑁 = 𝜌. 𝜂𝐵. 𝑅𝐶 . 𝑣𝐷
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(0, 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗ , 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ , 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗)

 

 

 

 

𝑔 = −𝑔 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗                  (avec 𝑔 = 9.81
𝑚

𝑠2
)

 

∇𝑝⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜌 𝑔 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑟 = 287
𝐽

𝑘𝑔.𝐾

  𝑝 = 𝜌𝑟𝑇

 𝑓 

∇𝑓⃗⃗ ⃗⃗ =

(

 
 
 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑓

𝜕𝑧)

 
 
 
 

𝜌0(𝑝0, 𝑇0) 𝑝0 = 101325 𝑃𝑎

𝑇0 = 288 𝐾

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑧

𝑝(𝑧) 𝑝, 𝑇, 𝑟 𝑒𝑡 𝑔
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𝑇 = 𝑇0 = 288 𝐾

𝑝

𝑧  

𝑝(𝑧) = 𝑝0𝑒
−
𝑧
𝐻0

𝐻0
𝑇0, 𝑟 𝑒𝑡 𝑔

𝐻0

(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

  𝑧 = 2500 𝑚

𝑧 = 2500 𝑚

𝐿𝑧 𝐿𝑧

 

𝑝 = 𝐾𝜌𝛾 𝐾 𝛾 =
𝑐𝑝

𝑐𝑣
= 1.4

 

𝑝(𝑧) 𝑇(𝑧)

𝑝(𝑧) = 𝑝0 (1 −
𝛾−1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

𝛾

𝛾−1
 𝑇(𝑧) = 𝑇0 (1 −

𝛾−1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

𝑧 = 0 𝑚, 𝑧 = 2500 𝑚 𝑧 = 5000 𝑚

𝑧 = 2500 𝑚 𝐿𝑧
𝐿𝑧

(
𝜕𝑇

𝜕𝑧
)

𝐾

𝑘𝑚
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−6.5
𝐾

𝑘𝑚
𝑧 < 11 𝑘𝑚).

 

𝑳𝒛=𝟐𝟓𝟎𝟎𝒎 = 𝟏𝟎. 𝟔 𝒎 = 𝟑𝟒 𝒇𝒕

𝐿𝑧(ℎ𝑢𝑚𝑖𝑑𝑒)
𝐿𝑧(𝑠𝑒𝑐) 𝐿𝑧(𝑖𝑠𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑒)
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 75 𝑚

𝑎 = 4 𝑔

𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 75 𝑘𝑁

 𝑚 = 12 𝑡𝑜𝑛𝑛𝑒𝑠

 𝜌 = 1,225 𝑘𝑔/𝑚3

𝑥 𝑧  𝑥0⃗⃗⃗⃗ 𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ �⃗� = 𝑉𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 

 

 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 = 5 °

 𝐶𝑧 = 0,1𝛼 𝛼

 𝐶𝑥 = 0,01 + 0,12𝐶𝑧
2

 𝑆 = 46 𝑚2

 (𝐶𝑥𝑆)𝑓 = 1 𝑚
2

𝑛𝑡  

𝑛𝑡⃗⃗  ⃗ =
𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + �⃗� 

𝑚𝑔

𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ �⃗� 

�⃗⃗�  

�⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝒛𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝟏 𝟐 𝟑 
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 276 𝑘𝑚/ℎ

 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ 

276 𝑘𝑚/ℎ

 

 

𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 (𝑟𝑎𝑑)

𝛾

 

 𝑛𝑥 , 𝑛𝑧  

𝑛𝑥 = 𝑛𝑡⃗⃗  ⃗. 𝑥 

𝑛𝑧 = 𝑛𝑡⃗⃗  ⃗. 𝑧 

 

𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) ≈ 𝛾 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃) ≈ 1

1,225 𝑘𝑔/𝑚3

 

400 𝑘𝑚/ℎ 𝑛𝑥 = 0,5
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(
∆�̇�

−𝑢0∆�̇�
) = (

𝑋𝑢 −𝑔
𝑍𝑢 0

)(
∆𝑢
∆𝜃
) + (

𝑋𝛿𝑒 𝑋𝛿𝑇
𝑍𝛿𝑒 𝑍𝛿𝑇

) (
∆𝛿𝑒
∆𝛿𝑇

)

𝑋 𝑍

  

𝑢0
𝜃0

𝛿𝑒0
𝛿𝑇0

 

∆𝑢 = 𝑢 − 𝑢0
∆𝜃 = 𝜃 − 𝜃0
∆𝛿𝑒 = 𝛿𝑒 − 𝛿𝑒0 

∆𝛿𝑇 = 𝛿𝑇 − 𝛿𝑇0

(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑒
𝑓) = (

𝑎𝑒 + 𝑏𝑓
𝑐𝑒 + 𝑑𝑓

)

𝑤 �̇� = 0

𝑍 ∆�̇�

−𝑢0∆�̇�
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𝑋𝛿𝑇 = 0,038 
𝑓𝑡/𝑠2

𝑑𝑒𝑔
 et 𝑍𝛿𝑇 = 0 

𝑓𝑡/𝑠2

𝑑𝑒𝑔

  

 .

 
∆𝑢(𝑠)

∆𝛿𝑇(𝑠)
=

0,038𝑠

𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053

 

 
∆𝜃(𝑠)

∆𝛿𝑇(𝑠)
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𝑘𝑓𝑏

 

 

   

𝑘𝑎
𝑠 + 0,1

𝑠
𝑘𝑎

   
10

𝑠 + 10
   

1

𝑠 + 0,1
   

0,038𝑠

𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053
   

𝑘𝑓𝑏(10𝑠 + 1)
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𝐻(𝑠) =
0,38𝑘𝑎

𝑠3 + 10,04𝑠2 + (0,44 + 3,8𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏)𝑠 + 0,53 + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏

 

𝑘𝑎, 𝑘𝑓𝑏

𝑘𝑎 = 1 𝑘𝑓𝑏

          

 

𝑘𝑓𝑏 = 5 

𝑘𝑓𝑏 = 1 

𝑘𝑓𝑏 = 0,1 
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𝑘𝑎 = 1
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𝒅 = 𝟏𝟎𝟎 𝒎𝒎
𝒎 = 𝟏𝟎 𝒌𝒈
 

𝑻𝒏𝒆𝒊𝒈𝒆 = 𝟎°𝑪

𝒍 = 𝟓𝒎

 
𝝎𝑨 = 𝟐𝟎𝟎 𝒓𝒂𝒅/𝒔

 
𝒗𝑨 = 𝟏𝟎𝟎 𝒎/𝒔

 
𝑻𝒐𝒃𝒖𝒔 = 𝟒𝟎°𝑪

(𝐴𝐵𝑥 )

(𝒙𝑨 = 𝟎 𝒎, 𝒕𝑨 = 𝟎 𝒔).

  

 𝐽∆

𝐽∆ =
𝑚𝐷2

4

 

∆𝑄 = 𝑚𝑐𝑝∆𝑇 𝑚 𝑐𝑝

 (𝑒𝑛 
𝐽

𝐾𝑔.𝐾 
) ∆𝑇

 ∆  

𝐸𝑐𝑖𝑛 = 𝐽∆
𝜔∆
2

2
𝜔∆

  

∑𝑀∆,𝐹𝑒𝑥𝑡 = 𝐽∆
𝑑𝜔

𝑑𝑡

  ∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
= ∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|𝐴

𝐵
+ ∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|𝐴

𝐵

�⃗� 

 𝛾

  �⃗� 

 �⃗�  (𝐴𝐵𝑥 )
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𝛾 𝑣𝐴 𝑡𝐵 𝑡𝐵

|�⃗� |

𝐶𝑓

𝐶𝑓

𝐶𝑓

 

𝑅 𝐶𝑓

 

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵

𝑚, 𝐽∆, 𝑣𝐴 𝜔𝐴

∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|𝐴
𝐵

∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|𝐴
𝐵

 

 

∆𝑄

𝑐𝑝 = 0.48
𝐽

𝑔.𝐾

𝑐 = 334 𝑘𝐽/𝑘𝑔
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: 
 

: 
 

:
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𝑅 𝑣

 

𝐹 = −6𝜋𝜂𝑅𝑣

𝜂

[𝐹] = [𝜂]. [𝑅]. [𝑣] = 𝑀. 𝐿. 𝑇−2

[𝜂] =
[𝐹]

[𝑅]. [𝑣]
=
𝑀. 𝐿. 𝑇

𝑇2. 𝐿2
=
𝑀

𝑇. 𝐿

𝜂
𝑘𝑔

𝑚.𝑠

𝜌

𝑁  

𝑁 = 𝜌. 𝜂𝐵. 𝑅𝐶 . 𝑣𝐷

[𝑁] = [𝜌]. [𝜂]𝐵. [𝑅]𝐶 . [𝑣]𝐷 =
𝑀

𝐿3
.
𝑀𝐵

𝑇𝐵. 𝐿𝐵
. 𝐿𝐶 .

𝐿𝐷

𝑇𝐷
= 𝑀(1+𝐵). 𝐿(𝐶+𝐷−𝐵−3). 𝑇−(𝐷+𝐵)

 

{
1 + 𝐵 = 0
𝐷 + 𝐵 = 0

𝐶 + 𝐷 − 𝐵 − 3 = 0                

                        
→        {

𝐵 = −1                     
𝐷 = −𝐵 = 1            
𝐶 = 3 − 𝐷 + 𝐵 = 1

  

 

𝑁 =
𝜌. 𝑅. 𝑣

𝜂
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(0, 𝑒𝑥⃗⃗⃗⃗ , 𝑒𝑦⃗⃗⃗⃗ , 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗)

 

 

 

 

𝑔 = −𝑔 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗                  (avec 𝑔 = 9.81
𝑚

𝑠2
)

 

∇𝑝⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝜌 𝑔 

𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝑟 = 287
𝐽

𝑘𝑔.𝐾

  𝑝 = 𝜌𝑟𝑇

 𝑓 

∇𝑓⃗⃗ ⃗⃗ =

(

 
 
 
 

𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝜕𝑓

𝜕𝑦
𝜕𝑓

𝜕𝑧)

 
 
 
 

𝜌0(𝑝0, 𝑇0) 𝑝0 = 101325 𝑃𝑎

𝑇0 = 288 𝐾

𝜌 =
𝑝

𝑟𝑇
=

101325

287 × 288
= 1.225 𝑘𝑔/𝑚3
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𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝑧

𝑝(𝑧) 𝑝, 𝑇, 𝑟 𝑒𝑡 𝑔

∇𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ =

(

 
 
 
 

𝜕𝑝

𝜕𝑥
𝜕𝑝

𝜕𝑦
𝜕𝑝

𝜕𝑧)

 
 
 
 

= 𝜌 𝑔 = −𝜌𝑔 𝑒𝑧⃗⃗  ⃗ = (
0
0
−𝜌𝑔

)

 

{
  
 

  
 
𝜕𝑝

𝜕𝑥
= 0  

                    
→       𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑦, 𝑧)                                                

𝜕𝑝

𝜕𝑦
= 0 

                    
→       𝑝(𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑧)                                                          

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −𝜌𝑔 

                    
→      

𝜕𝑝

𝜕𝑧
=
𝑑𝑝

𝑑𝑧
= −𝜌𝑔

                    
→       𝑑𝑝 = −𝜌𝑔. 𝑑𝑧

𝑑𝑝 = −
𝑝

𝑟𝑇
𝑔. 𝑑𝑧 

                    
→       

𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑔

𝑟𝑇
. 𝑑𝑧  

 

𝑇 = 𝑇0 = 288 𝐾

𝑝

𝑧  

𝑝(𝑧) = 𝑝0𝑒
−
𝑧
𝐻0

𝐻0
𝑇0, 𝑟 𝑒𝑡 𝑔

𝑇 = 𝑇0 = 288 𝐾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒  
𝑑𝑝

𝑝
= −

𝑔

𝑟𝑇0
. 𝑑𝑧  

𝑑(ln 𝑝) = −
𝑔

𝑟𝑇0
. 𝑑𝑧

[ln 𝑝]𝑝0
𝑝
= −

𝑔

𝑟𝑇0
[𝑧]0

𝑧

𝑙𝑛 (
𝑝

𝑝0
) = −

𝑔

𝑟𝑇0
𝑧

𝑝(𝑧) = 𝑝0𝑒
−
𝑔
𝑟𝑇0
𝑧
= 𝑝0𝑒

−
𝑧
𝐻0

𝐻0 =
𝑟𝑇0

𝑔
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𝐻0

𝐻0 =
287×288

9.81
= 8425.7𝑚

(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

  𝑧 = 2500 𝑚

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=2500𝑚

= −
𝑝0
𝐻0
𝑒
−
𝑧
𝐻0 =

101325

8425.7
𝑒−

2500
8425.7 = −8.94 𝑃𝑎/𝑚

𝑧 = 2500 𝑚

𝐿𝑧 𝐿𝑧

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=2500𝑚

= −8.94
𝑃𝑎

𝑚
=  −8.94 × 10−2

ℎ𝑝𝑎

𝑚

𝐿𝑧=2500𝑚 =
1

|
𝜕𝑝
𝜕𝑧
⁄ |

=  11.18
𝑚

ℎ𝑝𝑎
= 36.7 

𝑓𝑡

ℎ𝑝𝑎

 

𝑝 = 𝐾𝜌𝛾 𝐾 𝛾 =
𝑐𝑝

𝑐𝑣
= 1.4
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𝑝(𝑧) 𝑇(𝑧)

𝑝(𝑧) = 𝑝0 (1 −
𝛾−1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

𝛾

𝛾−1
 𝑇(𝑧) = 𝑇0 (1 −

𝛾−1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

 

𝑑𝑝 = −𝜌𝑔. 𝑑𝑧 = −(
𝑝

𝐾
)

1
𝛾
𝑔 𝑑𝑧  

𝑑𝑝

𝑝
1
𝛾⁄
= −

𝑔

𝐾
1
𝛾⁄
 𝑑𝑧  

𝛾

𝛾 − 1
𝑑 (𝑝

𝛾−1
𝛾 ) = −

𝑔

𝐾
1
𝛾⁄
 𝑑𝑧  

𝑝
𝛾−1
𝛾 − 𝑝0

𝛾−1
𝛾
= −

𝛾 − 1

𝛾

𝑔

𝐾
1
𝛾⁄
 𝑧   

                           
→           𝑝

𝛾−1
𝛾 = 𝑝0

𝛾−1
𝛾
−
𝛾 − 1

𝛾

𝑔

𝐾
1
𝛾⁄
 𝑧 

𝑝(𝑧) =  (𝑝0

𝛾−1
𝛾 −

𝛾 − 1

𝛾

𝑔

𝐾
1
𝛾⁄
 𝑧)

𝛾
𝛾−1

𝑝(𝑧) = 𝑝0(1 −
𝛾 − 1

𝛾

𝑔

𝑝0

𝛾−1
𝛾
𝐾
1
𝛾

 𝑧)

𝛾
𝛾−1

𝐾 =
𝑝0

𝜌0
𝛾

                           
→           𝐾

1

𝛾 =
𝑝0

1
𝛾

𝜌0
𝑟𝑇0𝑝0

(
1

𝛾
−1)

= 𝑟𝑇0𝑝0
(
1−𝛾

𝛾
)

𝑝(𝑧) = 𝑝0(1 −
𝛾 − 1

𝛾

𝑔

𝑝0
(
𝛾−1
𝛾
)
𝑝0
−(
𝛾−1
𝛾 )
𝑟𝑇0

 𝑧)

𝛾
𝛾−1

𝑝(𝑧) = 𝑝0 (1 −
𝛾 − 1

𝛾

𝑔

𝑟𝑇0
 𝑧)

𝛾
𝛾−1

= 𝑝0 (1 −
𝛾 − 1

𝛾

𝑧

𝐻0
 )

𝛾
𝛾−1

𝐾 =
𝑝

𝜌𝛾
=
𝑝𝑟𝛾𝑇𝛾

𝑝𝛾
=
𝑟𝛾𝑇𝛾

𝑝𝛾−1
 
                           
→         

𝑇

𝑝
𝛾−1
𝛾

= 𝐾′

𝑇0

𝑝0

𝛾−1
𝛾

=
𝑇

𝑝
𝛾−1
𝛾

                           
→         

𝑇(𝑧)

𝑇0
= (
𝑝(𝑧)

𝑝0
)

𝛾−1
𝛾

𝑇(𝑧) = 𝑇0 (1 −
𝛾 − 1

𝛾

𝑧

𝐻0
 )
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(
𝜕𝑝

𝜕𝑧
)

𝑧 = 0 𝑚, 𝑧 = 2500 𝑚 𝑧 = 5000 𝑚

 

𝜕𝑝

𝜕𝑧
= −

𝑝0
𝐻0
(1 −

𝛾 − 1

𝛾

𝑧

𝐻0
)

1
𝛾−1

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=0

= −
𝑝0
𝐻0
=
101325

8425.7
= −12.025 𝑝𝑎/𝑚

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=2500

= −12.025 (1 − (
0.4

1.4
)
2500

8425.7
)

1
0.4
= −9.64 𝑝𝑎/𝑚

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=5000

= −12.025 (1 − (
0.4

1.4
)
5000

8425.7
)

1
0.4
= −7.56 𝑝𝑎/𝑚

𝑧 = 2500 𝑚 𝐿𝑧
𝐿𝑧

𝜕𝑝

𝜕𝑧
|
𝑧=2500

= −9.63
𝑝𝑎

𝑚
= −9.64 × 10−2

ℎ𝑝𝑎

𝑚

𝐿𝑧=2500𝑚 =
1

|
𝜕𝑝
𝜕𝑧
⁄ |

𝑧=2500

= 10.38 
𝑚

ℎ𝑝𝑎

(
𝜕𝑇

𝜕𝑧
)

𝐾

𝑘𝑚

𝜕𝑇

𝜕𝑧
= −

𝛾−1

𝛾

𝑇0

𝐻0
= −

0.4

1.4
 
288

8425.7
= 9.77 × 10−3𝐾 𝑚⁄     = 9.77𝐾 𝑘𝑚⁄
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−6.5
𝐾

𝑘𝑚
𝑧 < 11 𝑘𝑚).

 

𝑳𝒛=𝟐𝟓𝟎𝟎𝒎 = 𝟏𝟎. 𝟔 𝒎 = 𝟑𝟒 𝒇𝒕

𝐿𝑧(ℎ𝑢𝑚𝑖𝑑𝑒)
𝐿𝑧(𝑠𝑒𝑐) 𝐿𝑧(𝑖𝑠𝑜𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑒)
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 75 𝑚

𝑎 = 4 𝑔

𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 75 𝑘𝑁

 𝑚 = 12 𝑡𝑜𝑛𝑛𝑒𝑠

 𝜌 = 1,225 𝑘𝑔/𝑚3

𝑥 𝑧  𝑥0⃗⃗⃗⃗ 𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ �⃗� = 𝑉𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 

 

 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 = 5 °

 𝐶𝑧 = 0,1𝛼 𝛼

 𝐶𝑥 = 0,01 + 0,12𝐶𝑧
2

 𝑆 = 46 𝑚2

 (𝐶𝑥𝑆)𝑓 = 1 𝑚
2

𝑛𝑡  

𝑛𝑡⃗⃗  ⃗ =
𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + �⃗� 

𝑚𝑔

𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ �⃗� 

�⃗⃗�  

�⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝒛𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝟏 𝟐 𝟑 
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𝑚𝑎 = 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 + 𝑇𝑐𝑎𝑡𝑎𝑝𝑢𝑙𝑡𝑒 = 𝑚. 4𝑔 = 12 000. (4.9,81)

 

𝑇𝑐𝑎𝑡𝑎𝑝𝑢𝑙𝑡𝑒 = 470,9 − 2.75 = 320,9 𝑘𝑁

 276 𝑘𝑚/ℎ

 

𝑣 = ∫ 𝑎𝑑𝑡
𝑡

0

= 𝑎𝑡 → 𝑂𝑀 = ∫ 𝑣𝑑𝑡
𝑡𝑀

0

=
𝑎𝑡𝑀
2

2

𝑂 𝑀

𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑹𝒔𝒐𝒍⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑹𝒔𝒐𝒍⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑹𝒄𝒂𝒕𝒂𝒑𝒖𝒍𝒕𝒆⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑹𝒔𝒐𝒍⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  𝑹𝒔𝒐𝒍⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  

𝑭𝒛⃗⃗⃗⃗  

𝑻𝒄𝒂𝒕𝒂𝒑𝒖𝒍𝒕𝒆⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 
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75 𝑚  

𝑡𝑀 = √
2.𝑂𝑀

𝑎
= √

2.75

4.9,81
= 1,96 𝑠

 

𝑣𝑀 = 𝑎𝑡𝑀 = 4.9,81.1,96 = 76,7 𝑚/𝑠 = 276 𝑘𝑚/ℎ

 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ 

276 𝑘𝑚/ℎ

 

 

𝛼 = 𝜃 + 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 

 

 

 

 

 

 

 

𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 (𝑟𝑎𝑑)

 

 

 

 

 

 

 

�⃗⃗�  
𝜸𝒂𝒊𝒍𝒆𝒔 

𝜽 
�⃗⃗�  

𝜶 �⃗⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  

𝜽 �⃗⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  
𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑭𝒙⃗⃗ ⃗⃗  

𝑭𝒛⃗⃗⃗⃗  
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𝑚𝑎 = 𝑚𝑔 + 𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗

 

(𝑚𝑔 + 𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 𝑧0⃗⃗  ⃗ = 0

 

𝑚𝑔 − 𝐹𝑧 − 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 =

1

2
𝜌𝑆𝑉20,1𝛼 =

1

2
𝜌𝑆𝑉20,1(𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 + 𝜃)

 

𝑚𝑔 −
1

2
𝜌𝑆𝑉20,1(𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 + 𝜃) − 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 .

2𝜋

360
. 𝜃 = 0

 

𝐶𝑧 = 0,1𝛼

(
2𝜋

360
)

 

𝑚𝑔 =
1

2
𝜌𝑆𝑉20,1(𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 + 𝜃) + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 .

2𝜋

360
. 𝜃

𝑚𝑔 −
1

2
𝜌𝑆𝑉20,1𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 = (

1

2
𝜌𝑆𝑉20,1 + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 .

2𝜋

360
)𝜃

 

𝜃 =
𝑚𝑔 −

1
2 𝜌𝑆𝑉

20,1𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠

1
2𝜌𝑆𝑉

20,1 + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 .
2𝜋
360

𝜃 =
12 000.9,81 −

1
21,225.46. 76,7

20,1.5

1
2 1,225.46. 76,7

20,1 + 2.75 000.
2𝜋
360

= 1,8 °

 

𝛼 = 5 + 1,8 = 6,8 °
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𝛾

 

 𝑛𝑥 , 𝑛𝑧  

𝑛𝑥 = 𝑛𝑡⃗⃗  ⃗. 𝑥 

𝑛𝑧 = 𝑛𝑡⃗⃗  ⃗. 𝑧 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑚𝑔 = 0⃗ 

 

𝑛𝑥 =
(𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 𝑥 

𝑚𝑔
= −

𝑚𝑔 . 𝑥 

𝑚𝑔
= 𝑠𝑖𝑛𝜃 > 0

 

𝑛𝑧 =
(𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 𝑧 

𝑚𝑔
= −

𝑚𝑔 . 𝑧 

𝑚𝑔
= −𝑐𝑜𝑠𝜃

 

 

𝑛 = −𝑛𝑧𝑎 = −
(𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗). 𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ 

𝑚𝑔
=
𝑚𝑔 . 𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ 

𝑚𝑔
= 𝑐𝑜𝑠𝛾

 

 

𝜽 

�⃗⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  
𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑭𝒙⃗⃗ ⃗⃗  

𝑭𝒛⃗⃗⃗⃗  
𝒙𝒂⃗⃗⃗⃗  

�⃗⃗�  

𝜸 
𝜶 𝜸𝒂𝒊𝒍𝒆𝒔 
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𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) ≈ 𝛾 − 𝜃 𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃) ≈ 1

1,225 𝑘𝑔/𝑚3

 

400 𝑘𝑚/ℎ 𝑛𝑥 = 0,5

 

 

𝛾, 𝜃, 𝛼, 𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟

 

 

𝛼 = 𝜃 − 𝛾 + 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠      (1)

 

 

(𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑚𝑔 ). 𝑥 = 0

−𝐹𝑧𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) − 𝐹𝑥𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃) + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0      (2)

 

−𝐹𝑧(𝛾 − 𝜃) − 𝐹𝑥 + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 −𝑚𝑔𝜃 = 0      (2)

 

(𝐹𝑎⃗⃗  ⃗ + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ + 𝑚𝑔 ). 𝑧 = 0

−𝐹𝑧𝑐𝑜𝑠(𝛾 − 𝜃) + 𝐹𝑥𝑠𝑖𝑛(𝛾 − 𝜃) +𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0       (3)

 

−𝐹𝑧 +𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0       (3)

 

𝑛𝑥 = 𝑠𝑖𝑛𝜃 ≈ 𝜃 = 0,5 → 𝜃 = 28,65 °

 

−𝐹𝑧 +𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0       (3)

−
1

2
𝜌𝑆𝑉20,1𝛼 +𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0       (3)
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𝛼 =
𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃

1
2𝜌𝑆𝑉

20,1
=
12 000.9,81. 𝑐𝑜𝑠0,5

1
2 1,225.46. 111,1

20,1
= 2,97 °       (3)

400 𝑘𝑚/ℎ = 111,1 𝑚/𝑠

 

𝛾 = −𝛼 + 𝜃 + 𝛾𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠       (1)

𝛾 = −2,97 + 28,65 + 5 = 30,67 °       (1)

 

−𝐹𝑧(𝛾 − 𝜃) − 𝐹𝑥 + 2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 −𝑚𝑔𝜃 = 0      (2)

2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 𝑚𝑔𝜃 + 𝐹𝑧(𝛾 − 𝜃) + 𝐹𝑥       (2)

 

𝐹𝑧 ≈ 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 12 000.9,81. 𝑐𝑜𝑠0,5 = 103,3 𝑘𝑁

 

𝐹𝑥 = 𝐹𝑥 𝑎𝑖𝑙𝑒𝑠 + 𝐹𝑥 𝑓𝑢𝑠𝑒𝑙𝑎𝑔𝑒 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + (𝐶𝑥𝑆)𝑓)

=
1

2
1,225. 111,12(46 [0,01 + 0,12.0,2972] + 1)

= 14,7 𝑘𝑁

 

2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 12 000.9,81.28,6
2𝜋

360
+ 103 300(30,67 − 28,6)

2𝜋

360
+ 14 700      (2)

 

2𝑇𝑚𝑜𝑡𝑒𝑢𝑟 = 77,2 𝑘𝑁

𝜃 = 28,65 °, 𝛾 = 30,67 °, 𝛼 = 2,97 ° 

 

 

 

 

 

 

  

 

𝜽 

�⃗⃗�  

𝒙𝟎⃗⃗⃗⃗  
𝟐𝑻𝒎𝒐𝒕𝒆𝒖𝒓⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ 

𝒎�⃗⃗�  

𝑭𝒙⃗⃗ ⃗⃗  

𝑭𝒛⃗⃗⃗⃗  

�⃗⃗�  

𝜸 

𝜶 𝜸𝒂𝒊𝒍𝒆𝒔 

�⃗�  
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∆𝑢𝑟é𝑓
∆𝑢

  

    

    

 

(
∆�̇�

−𝑢0∆�̇�
) = (

𝑋𝑢 −𝑔
𝑍𝑢 0

)(
∆𝑢
∆𝜃
) + (

𝑋𝛿𝑒 𝑋𝛿𝑇
𝑍𝛿𝑒 𝑍𝛿𝑇

) (
∆𝛿𝑒
∆𝛿𝑇

)

𝑋 𝑍

  

𝑢0
𝜃0

𝛿𝑒0
𝛿𝑇0

 

∆𝑢 = 𝑢 − 𝑢0
∆𝜃 = 𝜃 − 𝜃0
∆𝛿𝑒 = 𝛿𝑒 − 𝛿𝑒0 

∆𝛿𝑇 = 𝛿𝑇 − 𝛿𝑇0
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(
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

) (
𝑒
𝑓) = (

𝑎𝑒 + 𝑏𝑓
𝑐𝑒 + 𝑑𝑓

)

𝑤 �̇� = 0

𝑍 ∆�̇�

−𝑢0∆�̇�

 

𝑋𝛿𝑇 = 0,038 
𝑓𝑡/𝑠2

𝑑𝑒𝑔
 et 𝑍𝛿𝑇 = 0 

𝑓𝑡/𝑠2

𝑑𝑒𝑔

  

 .

 

∆𝑢

∆𝛿𝑇

 

𝑠∆𝑢 = 𝑋𝑢∆𝑢 − 𝑔∆𝜃 + 𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇     (1)

𝑠∆𝜃 = −
𝑍𝑢
𝑢0
∆𝑢     (2)

 

𝑠∆𝑢 = 𝑋𝑢∆𝑢 −
𝑔

𝑠
[−
𝑍𝑢
𝑢0
∆𝑢] + 𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇     (1)

𝑠2∆𝑢 = 𝑋𝑢𝑠∆𝑢 + 𝑔
𝑍𝑢
𝑢0
∆𝑢 + 𝑋𝛿𝑇𝑠∆𝛿𝑇

[𝑠2 − 𝑋𝑢𝑠 − 𝑔
𝑍𝑢
𝑢0
] ∆𝑢 = [𝑋𝛿𝑇𝑠]∆𝛿𝑇

∆𝑢

∆𝛿𝑇
=

𝑋𝛿𝑇𝑠

𝑠2 − 𝑋𝑢𝑠 − 𝑔
𝑍𝑢
𝑢0
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𝑠∆𝑢 = 𝑋𝑢∆𝑢 − 𝑔∆𝜃 + 𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇     (1)

𝑠∆𝜃 = −
𝑍𝑢
𝑢0
∆𝑢     (2)

∆𝑢 =
1

𝑠 − 𝑋𝑢
[−𝑔∆𝜃 + 𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇]     (1)

𝑠∆𝜃 = −
𝑍𝑢
𝑢0

1

𝑠 − 𝑋𝑢
[−𝑔∆𝜃 + 𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇]     (2)

 

𝑢0(𝑠 − 𝑋𝑢)𝑠∆𝜃 = 𝑍𝑢𝑔∆𝜃 − 𝑍𝑢𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇     (2)

[(𝑠 − 𝑋𝑢)𝑠 −
𝑍𝑢
𝑢0
𝑔] ∆𝜃 = −

𝑍𝑢
𝑢0
𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇

[𝑠2 − 𝑋𝑢𝑠 −
𝑍𝑢
𝑢0
𝑔] ∆𝜃 = −

𝑍𝑢
𝑢0
𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇

∆𝜃

∆𝛿𝑇
=

−
𝑍𝑢
𝑢0
𝑋𝛿𝑇

𝑠2 − 𝑋𝑢𝑠 −
𝑍𝑢
𝑢0
𝑔

 
∆𝑢(𝑠)

∆𝛿𝑇(𝑠)
=

0,038𝑠

𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053
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∆𝜃(𝑠)

∆𝛿𝑇(𝑠)

 

  

 

∆�̇� = 𝑋𝑢∆𝑢 − 𝑔∆𝜃 + 𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇

−𝑢0∆�̇� = 𝑍𝑢∆𝑢

 

 𝑋𝛿𝑇∆𝛿𝑇 > 0 → ∆�̇� > 0 

 𝑍𝑢∆𝑢 < 0 → ∆�̇� > 0 

  𝑋𝑢∆𝑢 < 0 − 𝑔∆𝜃 < 0

→ ∆�̇� < 0 

 

𝑤

(𝛼 ≈
𝑤

𝑢
)
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𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053

 

∆= 0,0392 + 4(−0,053) = −0,21

𝜆± =
𝑋𝑢 ± 𝑖√∆

2
= 𝜆± = −0,018 ± 0,23. 𝑖

𝜉𝜔𝑛 = 0,018 𝑠
−1 > 0

𝜔𝑝 = 0,23 𝑟𝑎𝑑. 𝑠
−1

→ 𝑇𝑝 =
2𝜋

𝜔𝑝
= 27,4 𝑠
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𝑘𝑓𝑏
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15 𝑠

30 𝑠

 

   

𝑘𝑎
𝑠 + 0,1

𝑠
𝑘𝑎

   
10

𝑠 + 10
   

1

𝑠 + 0,1
   

0,038𝑠

𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053
   

𝑘𝑓𝑏(10𝑠 + 1)
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𝐻(𝑠) =
0,38𝑘𝑎

𝑠3 + 10,04𝑠2 + (0,44 + 3,8𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏)𝑠 + 0,53 + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏

  

𝐻(𝑠) =
𝑘𝑎
𝑠 + 0,1
𝑠

10
𝑠 + 10

1
𝑠 + 0,1

0,038𝑠
𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053

1 + 𝑘𝑎
𝑠 + 0,1
𝑠

10
𝑠 + 10

1
𝑠 + 0,1

0,038𝑠
𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053

𝑘𝑓𝑏(10𝑠 + 1)

𝐻(𝑠) =

0,38𝑘𝑎
(𝑠 + 10)(𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053)

1 +
0,38𝑘𝑎

(𝑠 + 10)(𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053)
𝑘𝑓𝑏(10𝑠 + 1)

𝐻(𝑠) =
0,38𝑘𝑎

(𝑠 + 10)(𝑠2 + 0,039𝑠 + 0,053) + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏(10𝑠 + 1)

𝐻(𝑠) =
0,38𝑘𝑎

𝑠3 + 0,039𝑠2 + 0,053𝑠 + 10𝑠2 + 0,39𝑠 + 0,53 + 3,8𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏𝑠 + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏

𝐻(𝑠) =
0,38𝑘𝑎

𝑠3 + (0,039 + 10)𝑠2 + (0,053 + 0,39 + 3,8𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏)𝑠 + 0,53 + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏

𝐻(𝑠) =
0,38𝑘𝑎

𝑠3 + 10,04𝑠2 + (0,44 + 3,8𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏)𝑠 + 0,53 + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏
=

∆𝑢(𝑠)

∆𝑢𝑟é𝑓(𝑠)
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𝑘𝑎, 𝑘𝑓𝑏

lim
𝑡→+∞

∆𝑢(𝑡) = lim
𝑠→0
𝑠∆𝑢𝑟é𝑓(𝑠)𝐻(𝑠) = lim

𝑠→0
𝑠
1

𝑠
𝐻(𝑠) = lim

𝑠→0
𝐻(𝑠)

=
0,38𝑘𝑎

0,53 + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏

 
0,38𝑘𝑎

0,53 + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏
= 1

0,38𝑘𝑎 = 0,53 + 0,38𝑘𝑎𝑘𝑓𝑏

0,38𝑘𝑎(1 − 𝑘𝑓𝑏) = 0,53

𝑘𝑎 =
0,53/0,38

1 − 𝑘𝑓𝑏
 

𝑘𝑓𝑏 = 1 −
0,53

0,38𝑘𝑎

𝑘𝑎 = 1 𝑘𝑓𝑏

          

𝑘𝑓𝑏 = 1 

𝑘𝑓𝑏 = 0,1 
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𝑘𝑓𝑏   

𝑘𝑓𝑏 = 1

 

 

𝑘𝑓𝑏 = 1 −
0,53

0,38𝑘𝑎
= 1 −

0,53

0,38
= −0,39

𝑘𝑓𝑏
  

𝑘𝑓𝑏 = 5 
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𝑘𝑎 = 1
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𝒅 = 𝟏𝟎𝟎 𝒎𝒎
𝒎 = 𝟏𝟎 𝒌𝒈
 

𝑻𝒏𝒆𝒊𝒈𝒆 = 𝟎°𝑪

𝒍 = 𝟓𝒎

 
𝝎𝑨 = 𝟐𝟎𝟎 𝒓𝒂𝒅/𝒔

 
𝒗𝑨 = 𝟏𝟎𝟎 𝒎/𝒔

 
𝑻𝒐𝒃𝒖𝒔 = 𝟒𝟎°𝑪

(𝐴𝐵𝑥 )

(𝒙𝑨 = 𝟎 𝒎, 𝒕𝑨 = 𝟎 𝒔).

  

 𝐽∆

𝐽∆ =
𝑚𝐷2

8

 

∆𝑄 = 𝑚𝑐𝑝∆𝑇 𝑚 𝑐𝑝

 (𝑒𝑛 
𝐽

𝐾𝑔.𝐾 
) ∆𝑇

 ∆  

𝐸𝑐𝑖𝑛 = 𝐽∆
𝜔∆
2

2
𝜔∆

  

∑𝑀∆,𝐹𝑒𝑥𝑡 = 𝐽∆
𝑑𝜔

𝑑𝑡

  ∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
= ∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|𝐴

𝐵
+ ∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|𝐴

𝐵

�⃗� 
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 𝛾

  �⃗� 

 �⃗�  (𝐴𝐵𝑥 )

 :  

∑𝐹 = 𝑚𝛾 (𝑡) 

 

𝑚𝛾 (𝑡) = �⃗� + �⃗� cos(𝛼) 

𝑚𝛾(𝑡) = 𝑅 +𝑚𝑔cos (𝛼) 

 

𝛾 =
𝑅

𝑚
+ 𝑔cos (𝛼) 

 

𝛾 𝑣𝐴 𝑡𝐵 𝑡𝐵

𝛾(𝑡) =
𝑅

𝑚
+ 𝑔cos (𝛼) 

 

𝑣(𝑡) = 𝑣𝐴 + 𝛾𝑡

𝑥(𝑡) = 𝑣0𝑡 +
𝛾𝑡2

2

  𝑣(𝑡𝐴) = 𝑣(0) = 𝑣0 = 𝑣𝐴 𝑣(𝑡𝐵) = 𝑣(𝑡𝐵) = 𝑣𝐴 = 𝛾𝑡𝐵

𝑥(𝑡𝐴) = 𝑥(0) = 𝑥0 = 0 𝑥(𝑡𝐵) = 𝑥(𝑡𝐵) = 𝑣0𝑡𝐵 +
𝛾𝑡𝐵

2

2
= 𝑙

𝑡𝐵 = −
𝑣𝐴
𝛾

−
𝑣𝐴
2

𝛾
+
𝑣𝐴
2

2𝛾
= −

𝑣𝐴
2

2𝛾
= 𝑙

−
𝑣𝐴
2

2𝑙
= 𝛾 =  

−10000

10
= −103 𝑚/𝑠2       

𝑡𝐵 =
−100

−1000
= 0.1 𝑠
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|�⃗� |

𝛾(𝑡) =
𝑅

𝑚
+ 𝑔 cos(𝛼)     

  𝑅 = 𝑚𝛾 −𝑚𝑔 cos(𝛼) = −104 − 10 × 9,81 × 0.707 =  −10069.35 𝑁  

𝐶𝑓

𝐶𝑓

∑𝑀∆,𝐹𝑒𝑥𝑡 = 𝐽∆
𝑑𝜔

𝑑𝑡
=
𝑚𝐷2

8
.
𝑑𝜔

𝑑𝑡
= 𝐶𝑓

𝑑𝜔

𝑑𝑡
=
8𝐶𝑓

𝑚𝐷2

𝐶𝑓

𝑑𝜔

𝑑𝑡
=
8𝐶𝑓

𝑚𝐷2

𝜔(𝑡) = 𝜔0 +
8𝐶𝑓

𝑚𝐷2
 𝑡

𝜔(𝑡𝐴) = 𝜔(0) = 𝜔𝐴 = 200 𝑟𝑎𝑑/𝑠

𝜔(𝑡𝐵) = 0 = 𝜔𝐴 +
8𝐶𝑓

𝑚𝐷2
 𝑡𝑏

𝐶𝑓 :

𝐶𝑓 = −
𝜔𝐴𝑚𝐷

2

4𝑡𝑏
= −

200 × 10 × 0.1 × 0.1

8 × 0.1
= −25 𝑁.𝑚. 𝑟𝑎𝑑

 

𝑅 𝐶𝑓

 

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵

𝑚, 𝐽∆, 𝑣𝐴 𝜔𝐴

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
=
1

2
𝑚(𝑣𝐵

2 − 𝑣𝐴
2) + 𝐽∆

(𝜔𝐵
2 −𝜔𝐴

2)

2

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
= −

1

2
𝑚𝑣𝐴

2 − 𝐽∆
𝜔𝐴
2

2
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∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
= −

1

2
105 −

4 × 103

16
= −5 × 104 − 0.25 × 103 = −50250 𝐽

∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|𝐴
𝐵

∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|
𝐴

𝐵

= 𝑃 × ℎ = 10 × 9.81 × 3,54 = 347,27 𝐽

∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|𝐴
𝐵

∆𝐸𝑐𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑞𝑢𝑒|𝐴
𝐵
=∑𝑊𝐹𝑒𝑥𝑡|

𝐴

𝐵

+∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|
𝐴

𝐵

= −50250 𝐽 = 347,27 +∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|
𝐴

𝐵

∑𝑊𝐹𝑖𝑛𝑡|
𝐴

𝐵

= −50250 − 347.27 = −50597,27 𝐽

 

 

∆𝑄

𝑐𝑝 = 0.48
𝐽

𝑔.𝐾

∆𝑄 = 𝑚𝑐𝑝∆𝑇 = 10 × 480 × 40 = 192 000 𝐽

 

192 000 𝐽 + 50597,27 𝐽 = 242 597,27 𝐽

𝑐 = 334 𝑘𝐽/𝑘𝑔

𝑚𝑛𝑒𝑖𝑔𝑒 =
242 597,27

334000
= 0,726 𝑘𝑔
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EXERCICE 1 : PREMIER PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE APPLIQUE A UN 
SYSTEME OUVERT 

Soit un système constitué d’une entrée et d’une sortie à travers lesquelles s’écoule un 
fluide. On considère un volume de contrôle fixe dans l’espace à travers lequel entre et 
sort le fluide. Le système comprend tout ce qui est dans le volume de contrôle. Le 
système échange avec le milieu extérieur : 

 Un transfert thermique spécifique (ou massique) noté � (en J/kg) 
 Un travail indiqué spécifique (ou massique) noté �� (en J/kg), c’est le travail reçu 

par le système autre que celui produit par les forces de pression en entrée et 
en sortie du système. Il s’agit du travail des parois mobiles agissant sur le fluide 
(par exemple celui d’une hélice, ou d’un arbre en rotation, ...) 

 Du fluide avec le milieu extérieur 

En régime stationnaire (ou permanent), le premier principe de la thermodynamique 
appliqué au système ouvert peut s’énoncer de la façon suivante: 

∆���� + ∆�� + ∆ℎ = �� + �  (1) 

Où ℎ est l’enthalpie spécifique (ou massique en J/kg), ���� est l’énergie cinétique 
spécifique (ou massique, en J/kg), �� est l’énergie potentielle spécifique (ou massique 
en J/kg). 

Ainsi ∆���� correspond à la variation d’énergie cinétique et ∆��à la variation d’énergie 
potentiel. 

1/ GENERALITE SUR LES APPLICATIONS DU PREMIER PRINCIPE EN SYSTEME 
OUVERT 

Soit une tuyère constituée d’un divergent parfaitement calorifugé.  

1.1/ Si l’on souhaite appliquer le premier principe à ce système, quels termes sont 
présents dans l’expression (1) ? Justifier la présence ou non de chacun des termes dans 
l’expression. 

1.2/ Soient �� et �� respectivement les températures d’entrée et de sortie du fluide 
dans la tuyère. si l’on néglige la vitesse d’entrée �� du fluide à la l’entrée de la tuyère. 
Donner une expression pour la vitesse de sortie �� du fluide à la sortie de la tuyère. 

1.3/ Si l’on souhaite maintenant appliquer le premier principe de la thermodynamique 
à un système de type moteur à turbine à gaz (compresseur + chambre de combustion 
+ turbine) dans ce cas on ne considère pas de tuyère. Quels termes sont présents dans 
l’expression (1), justifier la présence ou non de chacun des termes dans l’expression ? 
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ETUDE DE TURBOREACTEURS 

Hypothèses à considérer pour toutes les machines thermiques étudiées par la suite 

 L’air est un gaz thermiquement parfait : � = 1.4, et sa capacité thermique 
massique à pression constante. La variation d’enthalpie d’un gaz 
thermiquement parfait s’exprime de la façon suivante : �ℎ = ����, où �� =

1,005 �� (�. ��⁄ ) est la chaleur spécifique à pression constante. 
 L’écoulement est supposé unidimensionnel et nous sommes en régime 

permanent (stationnaire). 
 Les variations d’énergie potentielles sont négligées. 
 Les variations d’énergie cinétiques sont négligées sauf dans les tuyères. 
 Les écoulements dans les tuyères sont isentropiques.
 Les parties mobiles sont : les compresseurs et les turbines. On ne considère pas 

d’alternateur. 
 On néglige les pertes mécaniques par frottements. 
 La puissance mécanique cédée à la turbine est intégralement transmise au 

compresseur. 
 Les évolutions dans la turbine et dans le compresseur sont isentropiques. 
 La combustion dans la chambre de combustion est isobare et il n’y a pas de 

perte de charge.
 Les paramètres thermodynamiques (� et ��) de l’air ne varient pas avec la 

température de même que le débit massique d’air �� = 50 ��/� . Bien qu’il y ait 
combustion, on ne considérera pas l’évolution de la composition chimique du 
mélange gazeux.

 Le pouvoir calorifique massique du carburant utilisé (kérosène) est �� =

50 ��/��. 
 Loi des gaz parfaits : � = ���

 Pour une transformation isentropique, on a �

�� = ���������

2/ TURBOREACTEUR SANS POST-COMBUSTION  

Figure 1 : schéma du turboréacteur 1 
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On souhaite étudier le modèle de réacteur (Figure 1) équipant un avion de chasse. Les 
propriétés de l’écoulement sont décrites ci-après : 

(1)(2) L’air ambiant (�� = 298�, �� = 1013,25 ℎ��) est aspiré et comprimé par le 
compresseur. Le taux de compression du compresseur est tel que ���� = 10,5. L’air 
pénètre ensuite dans la chambre de combustion (à la température �� et à la pression 
��) où le carburant est injecté. 

(2)(3) La combustion du kérosène, l’air subit un réchauffement isobare (�� = ��) 
jusqu’à la température �� = 1200 �. 

(3)(4)  Le mélange gazeux se détend partiellement dans la turbine. 

(4)(5) Les gaz sont admis dans la tuyère à section variable où la détente des gaz se 
poursuit jusqu’à la pression ambiante �� = �� = 1013,25 ℎ��. La tuyère est parfaitement 
calorifugée. 

2.1/ Donner une expression littérale de la température �� à la sortie du compresseur. 
Faire l’application numérique. 

2.2/ Donner une expression littérale du travail indiqué spécifique (ou massique) ��,��

mis en jeu dans le compresseur.

La valeur numérique du travail indiqué spécifique est  ��,�� = 288.7 ��/��. 

2.3/ En exploitant cette donnée, retrouver la valeur de la température ��. 

2.4/ Toujours en exploitant cette donnée, calculer la valeur de la température �� à la 
sortie de la turbine. 

2.5/ Donner une expression littérale de la pression �� à la sortie de la turbine. Puis faire 
l’application numérique

2.6/ Donner une expression littérale de la température �� à la sortie de la tuyère. On 
rappelle que la tuyère est parfaitement calorifugée. 

On souhaite maintenant évaluer les puissances cinétique et thermique du 
turboréacteur. 

2.7/ Quelle est la relation simple qui existe entre la puissance cinétique (en �/�),  le 
débit massique d’air ��(�� �� �⁄ ) et l’énergie cinétique spécifique ��  (�/��). 

2.8/ La température �� à la sortie de la tuyère vaut 715 �. Donner une expression de la 
puissance cinétique ���� de l’écoulement à la sortie de la tuyère, on néglige la vitesse 
d’entrée des gaz.

2.9/ Calculer la vitesse d’éjection des gaz ainsi que la puissance cinétique. 

2.10/ Etablir l’expression littérale puis calculer la puissance thermique ��� reçue par 
l’air dans la chambre de combustion (2-3). 

2.11/ Si la puissance thermique ��� est de 40,8 ��, calculer le débit massique ���������

(consommation spécifique de carburant en ��/�). 
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2.12/ Calculer le rendement global du turboréacteur ���. (Rapport puissance cinétique 
sur puissance reçue par l’air).  

3/ TURBOREACTEUR AVEC POST-COMBUSTION  

On considère maintenant un turboréacteur avec post combustion (Figure 2) 

Figure 2 : schéma du turboréacteur 2 (avec postcombustion)

Les températures et pressions des états (1), (2), (3) et (4) obtenues dans la première 
partie du problème sont inchangées. Nous ajoutons maintenant une seconde 
combustion entre la turbine et la tuyère. 

(4)(6) avant l’entrée dans la tuyère, l’air est chauffé de la température �� à la 
température �� = 2000 �de manière isobare  �� = �� = 4.75 ���  via la post combustion.  

(6)(7) Les gaz sont admis dans la tuyère à section variable où la détente des gaz se 
poursuit jusqu’à la température  �� et la pression ambiante  �� = �� = 1013,25 ℎ�� . 

Le débit massique de l’écoulement d’air reste inchangé �� = 50 ��/�.  

3.1/ Connaissant ��, montrer que la température �� à la sortie de la tuyère est de 
1286 �. La tuyère est parfaitement calorifugée.

3.2/ Calculer le transfert thermique spécifique (ou massique)  ���� reçu par l’air lors de 
la postcombustion. 

3.3/ Calculer la puissance cinétique  ����,� des gaz à la sortie de la tuyère ainsi que la 
vitesse d’éjection des gaz. On néglige la vitesse à l’entrée de la tuyère.

3.4/ Calculer la puissance thermique totale reçue par l’air dans le turboréacteur (B), 
en déduire la consommation de kérosène.  

3.5/ Calculer le rendement thermique du réacteur ���,(�).

3.6/ Commenter les valeurs numériques de rendement et de consommation obtenues 
pour les réacteurs A et B. 
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3.7/En générale, la post combustion ne doit pas être maintenue plus d’une dizaine de 
minutes, pour quelles raisons ? 

EXERCICE 2 : SONDE DE MESURE A PRESSION DYNAMIQUE 

Un aéronef se déplace à une vitesse � subsonique avec � < 0.3, il vole au niveau de la 
mer, il est équipé d’une sonde de mesure de pression dynamique (voir Figure 3). 

Figure 3: Sonde de mesure à pression dynamique (utilisation d’un manomètre différentiel pour mesurer 
la différence de pression) 

L’objectif de ce dispositif est de mesurer la vitesse � de l’écoulement amont.  

Hypothèses : 

 Les points O et O’ sont infiniment proches ce qui fait que l’on peut dire : 

�� = ��� et �� = ��� = �

 Il n’y a pas d’écoulement dans la sonde, celle-ci étant bouchée à son extrémité. 
Ainsi le point � est un point d’arrêt. 

 On considère qu’au point B on a : �� = ���. 
 La différence de hauteur �� − �� ≈ 0

Données :  

Masse volumique de l’air : 1.2 kg/��

Masse volumique de l’eau : 1000 kg/��

1kt= 1.852 ��/ℎ

1/ Comment s’appelle le dispositif représenté sur la Figure 1 ? 

2/ Le nombre de Mach de l’écoulement étant inférieur à 0.3, que peut-on dire de 
l’écoulement ? 

3/ En considérant nos hypothèses,  exprimer la vitesse � en fonction des pressions 
�� , �� et de la masse volumique de l’air ����. (utilisez les lignes de courant �� et �’�) 

4/ Quelle serait la différence de pression pour un aéronef volant à 160 kt ? 
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On remplace maintenant le manomètre différentiel par un tube en U contenant un 
liquide incompressible, à savoir de l’eau. En régime stationnaire, le liquide est 
immobile.  Introduisons les  points A’ et B’  (Figure 4). 

Figure 4:  Sonde à mesure de pression dynamique (utilisation d’un tube en U contenant un liquide 
incompressible  en remplacement du maomètre différentiel). 

L’air est immobile entre le point B et le point B’, il est immobile entre les points A et 
A’. La colonne de liquide l’est également. 

5/ Utilisez la relation de la statique des fluides pour donner : 

 Une expression de la différence de pression �� − ���

 Une expression de la différence de pression �� − ���

 Une expression de la différence de  pression ��� − ���

6/ En déduire une expression de la différence de pression : �� − ��. Quels termes peut-
on négliger dans cette expression et pourquoi ? 

7/Quelle différence de hauteur pour une vitesse de 160 kt ? 

8/On mesure maintenant une différence de hauteur de ��� − ��� de 5 cm, quelle est la 
vitesse de l’aéronef ? 
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EXERCICE 3 : SIMILITUDE 

En physique, il est d’usage d’"adimensionner" les équations afin de faire apparaître des 
paramètres de similitude et de s’affranchir des unités d’un système.  

1/ Quel est l’intérêt des paramètres de similitude ? 

Soit l’équation de Navier Stokes régissant les écoulements incompressibles 
instationnaires pour un fluide visqueux. Dans le cas unidimensionnel et en négligeant 
les effets de la gravité, elle s’écrit : 

��

��
+ �

��

��
= −

1

�

��

��
+ �

���

���

Avec � la vitesse en (m/s), � la masse volumique (en kg/m3), � la pression du fluide (en 
��), � la viscosité cinématique (en m2/s).  

La viscosité cinématique s’exprime en fonction de la viscosité dynamique : � =
�

��

Soient les paramètres sans dimension suivants : 

�∗ =
�

�
, �∗ =

���

�
 , �∗ =

�

��
  , �∗ =

�

����
� ,  �∗ =

�

��

Avec : 

� une longueur caractéristique constante (par exemple la corde d’une aile d’avion) 

�� la vitesse de l’écoulement à l’infini amont (vitesse constante). 

�� la  masse volumique de l’écoulement à l’infini amont (dans le cas incompressible, 
�� = �) 

2/ Montrer que l’équation de Navier Stokes adimensionnée s’écrit :  

��∗

��∗
+ �∗

��∗

��∗
= −

1

�∗

��∗

��
+

1

�

���∗

��∗�

Avec �, à déterminer. 

3/ A quel nombre sans dimension correspond � ? quelle est sa signification physique ? 

Soit un aéronef se déplaçant à la vitesse ��, à la pression atmosphérique ��. On réalise 
une maquette à l’échelle 1/20. On souhaite effectuer des essais dans une soufflerie à 
air à la même vitesse que l’aéronef à l’échelle 1/1. 

4/ A quelle pression doit fonctionner la soufflerie si on suppose que la température et 
la viscosité de l’air reste constante. 

Données : 

-L’air est régi par la loi des gaz parfaits : � = ���

-Si �� = � �  alors �

��
=

���

��
×

�

���
= �

�

���

-Dans le cas incompressible : �∗ =
�

��
= 1
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EXERCICE 4 : SYSTEME DE TENUE D’INCLINAISON 

Afin de concevoir un système de tenue d’inclinaison choisie par le pilote, on s’intéresse 
à l’équation suivante : 

���̇ = ��� + ����∆���

Où l’on a écrit : 
-�� l’inertie de l’aéronef autour de l’axe de roulis 
-� la vitesse de rotation de l’aéronef autour de l’axe de roulis 
-∆��� la variation de position du manche en latéral par rapport à une position 
d’équilibre initiale pour laquelle on a � = 0 ���. ���

-�� et ���� des coefficients dépendant des conditions de vol à l’équilibre initial et des 
caractéristiques de l’aéronef 

1- Décrire l’équation physiquement et expliquer chacun de ses termes. 

2- Donner l’expression de la fonction de transfert �

∆���
 en Laplace. Et donner la 

condition de stabilité de l’aéronef. (On notera la variable de Laplace �) 

3- Sachant que la variation d’inclinaison par rapport à la valeur à l’équilibre initial 

∆� est directement reliée à la vitesse de roulis par la relation : �∆�

��
= �, donner 

l’expression de la fonction de transfert ∆�

∆���
. L’aéronef est-il stable ? 

4- Dessiner le schéma bloc d’un système de tenue d’inclinaison. 
Pour cela, on part du principe que l’avion a une certaine inclinaison � au départ. 
Le pilote demande alors une variation d’inclinaison consigne ∆��. 
Le système agit directement sur la position du manche ∆��� et capture la 
variation d’inclinaison de l’avion ∆� générée. L’ordre au manche ∆��� varie en 
fonction de l’écart ∆�� − ∆�.  
On supposera le capteur de mesure de la variation d’inclinaison parfait. 
Note : on écrira le gain du correcteur proportionnel �. 

5- Donner le signe du gain �. 

6- Montrer que l’on a la fonction de transfert : 

∆�

∆��
=

�����

����� − ��� + �����

7- Après avoir donné le signe du coefficient ����, dire si le système est stable. 
Bonus : donner la condition sur le gain � pour qu’il apparaisse des oscillations 
dans la réponse de l’avion. 
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On a tracé le diagramme de Bode de notre avion naturel : 

8- Donner les marges de gain et de phase. Est-ce surprenant ? 

9- Pour une consigne du pilote de type échelon d’amplitude ���, donner l’erreur 
sur la variation d’inclinaison de l’avion réellement obtenue. 

10- Est-ce un résultat étonnant ? Pour plus de représentativité, qu’aurait-on dû 
modifier dans notre schéma bloc ? 

Question bonus 
On donne �� = 2 000 ��. �2, ���� = 4 000 ��. �2�−2 et �� = −1 000 ��. �2�−1.
(Valeurs données à titre indicatif) 

11- Décrivez le graphique suivant : 
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EXERCICE 5 : HUIT CUBAIN 

On s’intéresse au mouvement d’un avion (assimilé à un point matériel � de masse �) 
pendant une man uvre de type "huit cubain" : 

On définit deux repères : 
-terrestre (supposé Galiléen) �� = (�, ������⃗ , ������⃗ , �����⃗ ) avec � un point fixe de la Terre, 
������⃗  pointé dans le sens d’avancement initial de l’avion, ������⃗  pointé vers la droite et 
�����⃗  vers le bas 
-avion � = (�, �⃗, �⃗, �⃗) avec � le centre de gravité de l’avion, �⃗ pointé vers le nez 
de l’avion, �⃗ pointé vers la droite et �⃗ vers le bas 

La trajectoire de l’avion est contenue dans le plan (�⃗, �⃗). 

On notera l’inertie de l’avion autour de ses différents axes respectivement �� , �� , ��. 

On notera : 
-la poussée ��⃗

-la portance ��
���⃗

-la trainée ��
���⃗

On suppose que l’angle de calage des moteurs est nul de sorte que ��⃗ = ��⃗. 

A. Première phase : palier à vitesse constante 

1- Ecrire le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué à l’avion. 
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On définit l’assiette comme étant l’angle de rotation autour de l’axe �⃗ = ������⃗  entre les 
deux repères terrestre et avion. 

On écrira le coefficient de portance de l’aile ��(�) = ����, et le coefficient de trainée 
��(�) = ��� + ���

�. 

2- Donner l’expression du calage des ailes ���� pour que l’assiette soit nulle dans 
les conditions de vol données. 

Données : 
� = 750 ��

� = 1,225 ��. ���

� = 10,85 ��

� = 200 ��/ℎ

��� = 5,7 �����

��� = 0,006

� = 0,05

��� ���������� = 1,5 ��

3- Donner la poussée des moteurs, en supposant que le calage des ailes est celui 
qui permet d’avoir une assiette nulle. 

B. Deuxième phase : la boucle 

On supposera que l’avion décrit un cercle parfait de rayon �, et que le vecteur vitesse 
est toujours porté par l’axe �⃗. 

4- Ecrire les deux relations données par le PFD projeté suivant les axes �⃗ et �⃗. 

5- Montrer que la norme de l’accélération centripète d’un point matériel 
décrivant un cercle de rayon � à vitesse de rotation constante � s’écrit ���. 

6- Ecrire les relations en supposant que la vitesse de l’avion est constante.  

7- Quelle incohérence voit-on apparaitre ? Commentaires ? 
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On introduit le repère air comme suit : (�, ������⃗ , ������⃗ , ������⃗ ) avec ������⃗  qui porte le vecteur vitesse 
��⃗  et ������⃗  vers le bas et contenu dans le plan de symétrie de l’avion. 

8- Donner la relation entre assiette, incidence, pente (angle entre les vecteurs ������⃗

et ������⃗ ) et calage des ailes. 

9- Ecrire les deux relations du PFD dans le repère air. 

On suppose que : 
-l’angle � − ���� reste très petit 
-la vitesse est toujours constante pendant la boucle, de valeur connue 
-on connait l’altitude (�) 
-la projection de la poussée et la trainée suivant l’axe ������⃗  est négligeable devant celle 
de la portance 

10- Déterminer les inconnues du problème (�, �, �, �). 

C. Troisième phase : le retourné 

On peut de nouveau supposer que le vecteur vitesse est porté par l’axe �⃗. 

11-  Quelle équation supplémentaire est à prendre en compte pour décrire le 
mouvement de l’avion pendant cette phase ? Ecrire cette relation de manière 
générale. 

12- Expliquer de manière générale quels phénomènes sont à prendre en compte 
dans cette relation pour décrire le mouvement de rotation de l’avion. 
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∆𝑒𝑐𝑖𝑛 + ∆ℎ = 0

1

2
(𝑣𝑠

2 − 𝑣𝑒
2) + 𝑐𝑝(𝑇𝑠 − 𝑇𝑒) = 0

𝑣𝑠
2

2
+ 𝑐𝑝(𝑇𝑠 − 𝑇𝑒) = 0

𝑣𝑠 = √2𝑐𝑝(𝑇𝑒 − 𝑇𝑠)

 

 

𝑞

 

𝑤𝑖

 

 

 

 

∆ℎ = 𝑤𝑖 + 𝑞

  𝛾 = 1.4

 𝑑ℎ = 𝑐𝑝𝑑𝑇 𝑐𝑝 =

1,005𝑘𝐽 (𝐾. 𝑘𝑔⁄

 

 

 

 

  

 

 

 



 

Page 4 sur 28 
 

 

 𝛾 𝑐𝑣)

𝐷𝑚 = 50 𝑘𝑔/𝑠

 𝑝𝑘 =

50 𝑀𝐽/𝑘𝑔

  𝑝 = 𝜌𝑟𝑇

 
𝑝

𝜌𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡𝑒

 

 𝑇1 = 298𝐾, 𝑝1 = 1013,25 ℎ𝑃𝑎

𝜏1−2 = 10,5

𝑇2

𝑝2

 𝑝3 = 𝑝2

𝑇3 = 1200 𝐾





𝑝5 = 𝑝1 = 1013,25 ℎ𝑃𝑎

𝑇2

𝑝

𝜌𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡

𝜌 =
𝑝

𝑟𝑇
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𝑇𝛾

𝑝𝛾−1
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 →

𝑇1
𝛾

𝑝1
𝛾−1

=
𝑇2

𝛾

𝑝2
𝛾−1

→ 𝑇2 = 𝑇1 (
𝑝2

𝑝1
)

𝛾−1
𝛾

= 𝑇1(𝜏12)
𝛾−1
𝛾

𝑇2 = 298 × 10,50.286 = 587.3 𝐾

𝑇2

𝑞 = 0  

 ∆ℎ = 𝑤𝑖,12

𝑐𝑝(𝑇2 − 𝑇1) = 𝑤𝑖,12

𝑤𝑖,12 = 288.7 𝑘𝐽/𝑘𝑔

𝑇2

𝑐𝑝(𝑇2 − 𝑇1) = 𝑤𝑖,12 = 288 700 𝐽 𝑘𝑔⁄

𝑇2 = 587,3𝐾

𝑇4

 

𝑃𝑚,12 + 𝑃𝑚,34 = 0

𝐷𝑚𝑤12 + 𝐷𝑚𝑤34 = 0

𝑤34 = 𝑐𝑝(𝑇4 − 𝑇3) = −𝑤12 → 𝑇4 = −
𝑤12

𝑐𝑝
+ 𝑇3

𝑇4 = 912.7 𝐾

𝑝4

 

𝑇

𝑝
𝛾−1
𝛾

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 →
𝑇4

𝑝4

𝛾−1
𝛾

=
𝑇3

𝑝3

𝛾−1
𝛾

→ 𝑝4 = 𝑝3 (
𝑇4

𝑇3
)

𝛾
𝛾−1

𝑝4 = 4.07  𝑏𝑎𝑟

𝑇5

𝑇

𝑝
𝛾−1
𝛾

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝑇5 = 𝑇4 (
𝑝5

𝑝4
)

𝛾−1
𝛾
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𝑇5 = 𝑇4 (
𝑝5

𝑝4
)

𝛾−1
𝛾

= 912 × (0.248)
𝛾−1
𝛾 = 612 𝐾

𝐽/𝑠

𝐷𝑚(𝑒𝑛 𝑘𝑔 𝑠⁄ ) 𝑒𝑐  (𝐽/𝑘𝑔)

𝑃𝑐𝑖𝑛 = 𝐷𝑚 × 𝑒𝑐

𝑇5  715 𝐾

𝑃𝑐𝑖𝑛

𝑣𝑠  

𝑃𝑐𝑖𝑛 = 𝐷𝑚 × 𝑒𝑐 = 𝐷𝑚 ×
𝑣𝑠

2

2

 

∆𝑒𝑐𝑖𝑛 + ∆ℎ45 = 0

𝑣𝑠
2

2
+ 𝑐𝑝(𝑇5 − 𝑇4) = 0 → 𝑣𝑠 = √2𝑐𝑝(𝑇4 − 𝑇5) = 777.4.𝑚/𝑠

𝑃𝑐𝑖𝑛 = 𝐷𝑚 × 𝑒𝑐 = 50 ×
𝑣𝑠

2

2
=  15.1𝑀𝑊

𝑃𝑡ℎ

𝑃𝑡ℎ = 𝐷𝑚𝑐𝑝(𝑇3 − 𝑇2)

𝑃𝑡ℎ = 50 × 1005 × (1200 − 587.3) = 30.6 𝑀𝑊

𝑃𝑡ℎ 𝐷𝑘𝑒𝑟𝑜𝑠𝑒𝑛𝑒

𝑃𝑘 = 5 𝑀𝐽/𝑘𝑔

 

𝐷𝑘𝑒𝑟𝑜𝑠𝑒𝑛𝑒 =
𝑃𝑡ℎ

𝑃𝑘
=

40.8

50
= 0.816 𝑘𝑔/𝑠

𝜂𝑡ℎ

 

𝑃𝑡ℎ

𝜂𝑡ℎ =
𝑃𝑐𝑖𝑛

𝑃𝑡ℎ
=

15.1

30.6 
= 0.49, 𝑜𝑢   𝜂𝑡ℎ =

𝑃𝑐𝑖𝑛

𝑃𝑡ℎ
=

15.1

40.8 
= 0.3
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 𝑇4

𝑇6 = 2000 𝐾   𝑝6 = 𝑝4 = 4.75 𝑏𝑎𝑟 



𝑇7  𝑝7 = 𝑝1 = 1013,25 ℎ𝑃𝑎

𝐷𝑚 = 50 𝑘𝑔/𝑠

𝑇6, 𝑇7 1286 𝐾

 

𝑇

𝑝
𝛾−1
𝛾

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 → 𝑇7 = 𝑇6 (
𝑝7

𝑝6
)

𝛾−1
𝛾

= 1286 𝐾

𝑞4−6

∆ℎ = 𝑞4−6 = 𝑐𝑝(𝑇6 − 𝑇4) = 1005 × (2000 − 912) = 1.09 𝑀𝐽/𝑘𝑔

𝑃𝑐𝑖𝑛,𝐵

𝑃𝑐𝑖𝑛 = 𝐷𝑚 × 𝑒𝑐

 ∆ℎ6−7 + ∆𝑒6−7 = 0
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𝑐𝑝(𝑇7 − 𝑇6) +
1

2
𝑣7

2 = 0

𝑃𝑐𝑖𝑛,(𝐵) = 𝐷𝑚 × 𝑒𝑐 = 𝐷𝑚 × 𝑐𝑝(𝑇6 − 𝑇7) = 35.9 𝑀𝑊

 

1

2
𝑣7

2 = 𝑐𝑝(𝑇6 − 𝑇7) → 𝑣7 = √2𝑐𝑝(𝑇6 − 𝑇7) = 1197 𝑚/𝑠

𝑃𝑡ℎ

𝑃𝑡ℎ,(𝐵) = 𝑃𝑡ℎ,(𝐴) + 𝐷𝑚 × 𝑞4−6 = 30.6𝑀𝑊 + 54.5𝑀𝑊 = 84.3𝑀𝑊

𝑃𝑡ℎ,(𝐵) = 𝑃𝑡ℎ,(𝐴) + 𝐷𝑚 × 𝑞4−6 = 40.8𝑀𝑊 + 54.5𝑀𝑊 = 95.3𝑀𝑊

 

𝐷𝑘𝑒𝑟𝑜𝑠𝑒𝑛𝑒 =
𝑃𝑡ℎ,(𝐵)

𝑃𝑘
=

84.5 × 106

50 × 106
= 1.69 𝑘𝑔/𝑠

𝐷𝑘𝑒𝑟𝑜𝑠𝑒𝑛𝑒 =
𝑃𝑡ℎ,(𝐵)

𝑃𝑘
=

95.3 × 106

50 × 106
= 1.906 𝑘𝑔/𝑠

 𝜂𝑡ℎ,(𝐵).

 𝜂𝑡ℎ,(𝐵) =
𝑃𝑐𝑖𝑛,(𝐵)

𝑃𝑡ℎ,(𝐵)
=

35.9

84.3
= 0.42
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𝑈 𝑀 < 0.3

𝑈

 

  

𝑝𝑜 = 𝑝𝑜′ 𝑣𝑜 = 𝑣𝑜′ = 𝑈

 

𝐴

  𝑣𝐵 = 𝑣𝑜′

 𝑧𝐵 − 𝑧𝑂′ ≈ 0

 

 

 𝑚3

 𝑚3

𝑘𝑚/ℎ

 

𝑈

𝑝𝐴 , 𝑝𝐵 𝜌𝑎𝑖𝑟 𝑂𝐴  𝑂’𝐵

 

𝑂𝐴 
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𝑝𝑂 +
𝜌𝑣𝑂

2

2
+ 𝜌𝑔𝑧𝑂 = 𝑝𝐴 +

𝜌𝑣𝐴
2

2
+ 𝜌𝑔𝑧𝐴

𝑣𝐴 = 0 𝑧𝑂 = 𝑧𝐴  

𝑝𝐴 = 𝑝𝑂 +
𝜌𝑣𝑂

2

2
= 𝑝𝑂 +

𝜌𝑈2

2

𝑂′𝐵 

𝑝𝑂′ +
𝜌𝑣𝑂′

2

2
+ 𝜌𝑔𝑧𝑂′ = 𝑝𝐵 +

𝜌𝑣𝐵
2

2
+ 𝜌𝑔𝑧𝐵

𝑧𝐵 − 𝑧𝑂′ ≈ 0  

 

𝑝𝑂′ +
𝜌𝑣𝑂′

2

2
= 𝑝𝐵 +

𝜌𝑣𝐵
2

2

𝑝𝑜 = 𝑝𝑜′ 𝑣𝑜 = 𝑣𝑜′ = 𝑈  

𝑝𝐵 +
𝜌𝑣𝐵

2

2
= 𝑝𝑂 +

𝜌𝑣𝑂
2

2
= 𝑝𝐴

𝑣𝐵 ≈ 𝑈  

𝑝𝐵 +
𝜌𝑈2

2
= 𝑝𝐴 → 𝑈 = √

2(𝑝𝐴 − 𝑝𝐵)

𝜌

 

 

160 𝑘𝑡 = 296.3𝑘𝑚 ℎ⁄ = 82.3𝑚/𝑠 = 𝑈 = √
2(𝑝𝐴 − 𝑝𝐵)

𝜌𝑎𝑖𝑟

(𝑝𝐴 − 𝑝𝐵) =
𝜌𝑎𝑖𝑟𝑈

2

2
= 4064 𝑝𝑎 = 40.64 ℎ𝑝𝑎
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 𝑝𝐵 − 𝑝𝐵′

  

∆𝑝 = −𝜌𝑓𝑙𝑢𝑖𝑑𝑒𝑔 ∆𝑧

𝑝𝐵 − 𝑝𝐵′ = −𝜌𝑎𝑖𝑟𝑔(𝑧𝐵 − 𝑧𝐵′)

 𝑝𝐴 − 𝑝𝐴′

𝑝𝐴 − 𝑝𝐴′ = −𝜌𝑎𝑖𝑟𝑔(𝑧𝐴 − 𝑧𝐴′)

 𝑝𝐴′ − 𝑝𝐵′

𝑝𝐴′ − 𝑝𝐵′ = −𝜌𝑒𝑎𝑢𝑔(𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵′)

 𝑝𝐴 − 𝑝𝐵

 

𝑝𝐴 − 𝑝𝐵 = (𝑝𝐴 − 𝑝𝐴′) + (𝑝𝐵 − 𝑝𝐵′) + (𝑝𝐴′ − 𝑝𝐵′)

𝑝𝐴 − 𝑝𝐵 = −𝜌𝑎𝑖𝑟𝑔(𝑧𝐴 − 𝑧𝐴′) − 𝜌𝑎𝑖𝑟𝑔(𝑧𝐵 − 𝑧𝐵′) − 𝜌𝑒𝑎𝑢𝑔(𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵′)

𝜌𝑒𝑎𝑢 ≫ 𝜌𝑎𝑖𝑟

𝜌𝑎𝑖𝑟𝑔(𝑧𝐴 − 𝑧𝐴′)  𝑒𝑡 𝜌𝑎𝑖𝑟𝑔(𝑧𝐵 − 𝑧𝐵′) 𝜌𝑒𝑎𝑢𝑔(𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵′)

 

𝑝𝐴 − 𝑝𝐵 = −𝜌𝑒𝑎𝑢𝑔(𝑧𝐴′ − 𝑧𝐵′)

 

𝑝𝐴 − 𝑝𝐵 = 4064 𝑝𝑎

 

(𝑧𝐵′ − 𝑧𝐴′) =
𝑝𝐴 − 𝑝𝐵

𝜌𝑒𝑎𝑢𝑔
= 41.4 𝑐𝑚

𝑧𝐵′ − 𝑧𝐴′  

 

𝑈 = √
2(𝑝𝐴 − 𝑝𝐵)

𝜌𝑎𝑖𝑟
= √

2𝜌𝑒𝑎𝑢𝑔(𝑧𝐵′ − 𝑧𝐴′)

𝜌𝑎𝑖𝑟
= √

2𝜌𝑒𝑎𝑢𝑔(𝑧𝐵′ − 𝑧𝐴′)

𝜌𝑎𝑖𝑟
=

28.6𝑚

𝑠
= 102.93𝑘𝑚/ℎ
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𝜕𝑢

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= −

1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2

𝑢 𝜌 𝑝

𝑝𝑎 𝜈

 𝜈 =
𝜇

𝜌0

 

𝑥∗ =
𝑥

𝐿
, 𝑡∗ =

𝑈0𝑡

𝐿
 , 𝑢∗ =

𝑢

𝑈0
  , 𝑝∗ =

𝑝

𝜌0𝑈0
2 ,  𝜌∗ =

𝜌

𝜌0

 

𝐿

𝑈0

𝜌0

𝜌0 = 𝜌

 

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
= −

1

𝜌∗

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+

1

𝑁

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗2

𝑁

𝜕

𝜕𝑡
=

𝑑𝑡∗

𝑑𝑡

𝜕

𝜕𝑡∗
=

𝑈0

𝐿

𝜕

𝜕𝑡∗

𝜕

𝜕𝑥
=

𝑑𝑥∗

𝑑𝑥

𝜕

𝜕𝑥∗
=

1

𝐿

𝜕

𝜕𝑥∗

 

𝑈0
2

𝐿

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+

𝑢∗𝑈0
2

𝐿

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
= −

𝜌0𝑈0
2

𝜌𝐿

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+

𝜈𝑈0

𝐿2

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗2

𝑈0
2

𝐿

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+

𝑢∗𝑈0
2

𝐿

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
= −

𝑈0
2

𝜌∗𝐿

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+

𝜈𝑈0

𝐿2

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗2
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𝐿

𝑈0
2

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
= −

1

𝜌∗

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+

𝜈

𝑈0𝐿

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗2

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
= −

1

𝜌∗

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+

𝜇

𝜌0𝑈0𝐿

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗2

𝜕𝑢∗

𝜕𝑡∗
+ 𝑢∗

𝜕𝑢∗

𝜕𝑥∗
= −

1

𝜌∗

𝜕𝑝∗

𝜕𝑥∗
+

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑢∗

𝜕𝑥∗2

𝑁  

𝑁  

𝑅𝑒 =  
𝜌0𝑈0𝐿

𝜇

𝑣0 𝑝0

 

𝑅𝑒1 =
𝜌1𝑣1𝐿1

𝜇1
= 𝑅𝑒2 =

𝜌2𝑣2𝐿2

𝜇2

𝑣1 = 𝑣2 = 𝑣0 𝜇1 = 𝜇2 = 𝜇 𝐿2 =
𝐿1

20

𝑅𝑒1 =
𝜌1𝑣0𝐿1

𝜇
= 𝑅𝑒2 =

𝜌2𝑣0𝐿1

20𝜇

𝜌1 =
𝜌2

20
 

𝜌1 = 𝑝1𝑟𝑇1 =
𝜌2

20
=

𝑝2𝑟𝑇2

20

𝑇1 = 𝑇2 = 𝑇 𝑝1 = 𝑝0

 𝑝2 = 20 𝑝0

 

𝑝 = 𝜌𝑟𝑇
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𝑥′ = 𝑎 𝑥
𝜕

𝜕𝑥
=

𝑑𝑥′

𝑑𝑥
×

𝜕

𝜕𝑥′
= 𝑎

𝜕

𝜕𝑥′

 𝜌∗ =
𝜌

𝜌0
= 1
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𝐼𝑥�̇� = 𝐿𝑝𝑝 + 𝐿𝐷𝛿𝑙∆𝐷𝛿𝑙

 

𝐼𝑥
𝑝

∆𝐷𝛿𝑙

𝑝 = 0 𝑟𝑎𝑑. 𝑠−1

𝐿𝑝 𝐿𝐷𝛿𝑙

 

 𝐿𝑝𝑝, 𝐿𝐷𝛿𝑙∆𝐷𝛿𝑙 �̇�

𝑝 𝐼𝑥
𝐿𝑝𝑝

𝐿𝐷𝛿𝑙∆𝐷𝛿𝑙

 

𝐿𝑝𝑝

 
𝑃

∆𝐷𝐷𝐿

𝑠

 

𝐼𝑥�̇� = 𝐿𝑝𝑝 + 𝐿𝐷𝛿𝑙∆𝐷𝛿𝑙

 

𝐼𝑥𝑠𝑃 = 𝐿𝑝𝑃 + 𝐿𝐷𝛿𝑙∆𝐷𝐷𝐿

(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝)𝑃 = 𝐿𝐷𝛿𝑙∆𝐷𝐷𝐿

𝑃

∆𝐷𝐷𝐿
=

𝐿𝐷𝛿𝑙

𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝
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𝑠 =
𝐿𝑝

𝐼𝑥
𝐿𝑝 < 0

 

𝐿𝑝𝑝

𝑝 > 0 𝑝 < 0 �̇�

 

∆𝜑  
𝑑∆𝜑

𝑑𝑡
= 𝑝

 
∆𝛷

∆𝐷𝐷𝐿
 

 
𝑑∆𝜑

𝑑𝑡
= 𝑝

 

𝑠∆𝛷 = 𝑃

 
𝑃

∆𝐷𝐷𝐿
=

𝑠∆𝛷

∆𝐷𝐷𝐿
=

𝐿𝐷𝛿𝑙

𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝

∆𝛷

∆𝐷𝐷𝐿
=

𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝)

𝑠 =
𝐿𝑝

𝐼𝑥
0

  

 

𝜑

∆𝜑𝑐

∆𝐷𝛿𝑙

∆𝜑 ∆𝐷𝛿𝑙

∆𝜑𝑐 − ∆𝜑

 𝐾
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∆𝐷𝐷𝐿 = 𝐾(∆𝛷𝑐 − ∆𝛷)

∆𝐷𝛿𝑙

𝑝

 𝐾

𝐾

(∆𝜑𝑐 − ∆𝜑 > 0)

(∆𝐷𝛿𝑙 > 0)

  

∆𝛷

∆𝛷𝑐
=

𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝) + 𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

 

∆𝛷

∆𝛷𝑐
=

𝐾
∆𝛷

∆𝐷𝐷𝐿

1 + 𝐾
∆𝛷

∆𝐷𝐷𝐿

=

𝐾
𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝)

1 + 𝐾
𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝)

=
𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝) + 𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

 𝐿𝐷𝛿𝑙

 𝐾

 𝐿𝐷𝛿𝑙 > 0

�̇� > 0
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𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝) + 𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙 = 0

𝐼𝑥𝑠
2 − 𝐿𝑝𝑠 + 𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙 = 0

 

∆= 𝐿𝑝
2 − 4𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙𝐼𝑥 > 0

𝐾 𝐿𝑝
2 > 0 𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙𝐼𝑥 > 0

 

 

𝑅𝑒(𝑠±) =
𝐿𝑝 ± √∆

2𝐼𝑥
< 0

 ∆< 𝐿𝑝
2 √∆< |𝐿𝑝|

 

𝑅𝑒(𝑠±) =
𝐿𝑝

2𝐼𝑥
< 0

𝐾

𝐾 = 0

 

∆= 𝐿𝑝
2 − 4𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙𝐼𝑥 < 0

4𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙𝐼𝑥 > 𝐿𝑝
2

𝐾 >
𝐿𝑝
2

4𝐿𝐷𝛿𝑙𝐼𝑥
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 𝜑𝑐0

 

lim
𝑡→+∞

휀(𝑡) = lim
𝑠→0

𝑠𝛦(𝑠)

 

휀(𝑡) = ∆𝜑𝑐 − ∆𝜑

 

𝛦(𝑠) = ∆𝛷𝑐 − ∆𝛷

 

𝑠𝛦(𝑠) = 𝑠(∆𝛷𝑐 − ∆𝛷) = 𝑠∆𝛷𝑐 (1 −
∆𝛷

∆𝛷𝑐
)

= 𝑠∆𝛷𝑐 (1 −
𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝) + 𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

)

= 𝑠
𝜑𝑐0

𝑠
(1 −

𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝) + 𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

)

= 𝜑𝑐0 (1 −
𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝) + 𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

)

 

lim
𝑠→0

𝑠𝛦(𝑠) = 𝜑𝑐0 (1 −
𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙

𝐾𝐿𝐷𝛿𝑙
) = 0

  

 

 𝐼𝑥 = 2 000 𝑘𝑔.𝑚2 𝐿𝐷𝛿𝑙 = 4 000 𝑘𝑔.𝑚2𝑠−2 𝐿𝑝 = −1 000 𝑘𝑔.𝑚2𝑠−1
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∆𝛷

∆𝐷𝐷𝐿
=

𝐿𝐷𝛿𝑙

𝑠(𝐼𝑥𝑠 − 𝐿𝑝)

 0
𝐿𝑝

𝐼𝑥
= −0,5

𝐾

 

𝐾 =
𝐿𝑝
2

4𝐿𝐷𝛿𝑙𝐼𝑥
=

1 0002

4.4 000.2 000
=

1

4.4.2
=

1

32
= 0,031

𝐿𝑝

2𝐼𝑥
=

1 000

2.2 000
=

0,25
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𝐺 𝑚

   

 

𝑅0 = (𝑂, 𝑥0⃗⃗⃗⃗ , 𝑦0⃗⃗⃗⃗ , 𝑧0⃗⃗  ⃗) 𝑂

𝑥0⃗⃗⃗⃗ 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

𝑧0⃗⃗  ⃗

𝑅 = (𝐺, 𝑥 , 𝑦 , 𝑧 ) 𝐺  𝑥 

𝑦 𝑧 

(𝑥 , 𝑧 )

𝐼𝑥 , 𝐼𝑦, 𝐼𝑧

 

�⃗� 

𝐹𝑧⃗⃗  ⃗

𝐹𝑥⃗⃗  ⃗

 �⃗� = 𝑇𝑥 

  

 

𝑚𝑎 = 0⃗ = 𝑚𝑔 + �⃗� + 𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝑥⃗⃗  ⃗
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𝑦 = 𝑦0⃗⃗⃗⃗ 

 𝐶𝑧(𝛼) = 𝐶𝑧𝛼𝛼

𝐶𝑥(𝛼) = 𝐶𝑥0 + 𝑘𝐶𝑧
2

 𝛾𝑐𝑎𝑙

 

𝑚𝑔 − 𝑇𝑠𝑖𝑛𝜃 −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 = 0

 

𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑥 = 0

 

𝑚𝑔 −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 = 0

 

𝛼 =
2𝑚𝑔

𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧𝛼

𝛾𝑐𝑎𝑙 = 𝛼

 

𝑚 = 750 𝑘𝑔

𝜌 = 1,225 𝑘𝑔.𝑚−3

𝑆 = 10,85 𝑚2

𝑉 = 200 𝑘𝑚/ℎ

𝐶𝑧𝛼 = 5,7 𝑟𝑎𝑑−1

𝐶𝑥0 = 0,006

𝑘 = 0,05

𝑆𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠+𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠 = 1,5 𝑚2

 

 

𝛾𝑐𝑎𝑙 = 𝛼 =
2𝑚𝑔

𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧𝛼
=

2.750.9,81

𝜌𝑆 (
200
3,6 )

2

. 5,7

= 0,06 𝑟𝑎𝑑 = 3,6°

𝑇𝑐𝑜𝑠𝜃 −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑥 = 0
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𝑇 =
1

2
𝜌𝑉2(𝑆𝐶𝑥 + 𝑆𝐶𝑥 𝑓𝑢𝑠+𝑡𝑟𝑎𝑖𝑛𝑠) =

1

2
1,225(

200

3,6
)
2

(10,85[0,006 + 0,05. (5,7.0,06)2] + 1,5)

= 3 100 𝑁

  

𝑅

𝑥 

 𝑥 𝑧 

 

𝑚𝑎 = 𝑚𝑔 + �⃗� + 𝐹𝑧⃗⃗  ⃗ + 𝐹𝑥⃗⃗  ⃗

 

 

𝑚𝑎 = 𝑚𝑔𝑧0⃗⃗  ⃗ + 𝑇𝑥 − 𝐹𝑧𝑧 − 𝐹𝑥𝑥 

 

𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧

𝐹𝑥 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑥

𝑥  

𝑚𝑎𝑥 = −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑇 − 𝐹𝑥

𝑧  

𝑚𝑎𝑧 = 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑧

 

𝑅 𝜔 𝑅𝜔2
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𝑑2𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗

𝑑𝑡𝑅0

2 = 𝑅
𝑑2𝑥 

𝑑𝑡𝑅0

2 = 𝑅
𝑑

𝑑𝑡𝑅0

(
𝑑𝑥 

𝑑𝑡𝑅0

) = 𝑅
𝑑

𝑑𝑡𝑅0

(
𝑑𝑥 

𝑑𝑡𝑅
+

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑦 ∗ 𝑥 ) = 𝑅

𝑑

𝑑𝑡𝑅0

(−𝜔𝑧 )

= −𝑅𝜔(
𝑑𝑧 

𝑑𝑡𝑅
+

𝑑𝜃

𝑑𝑡
𝑦 ∗ 𝑧 ) = −𝑅𝜔2𝑥 

 

𝑎𝑥 = 0 𝑎𝑧 = −𝑚𝑅𝜔2  

0 = −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝜃 + 𝑇 − 𝐹𝑥

−𝑚𝑅𝜔2 = 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 − 𝐹𝑧

   

𝑉 = 𝑅𝜔 𝜔 𝑚𝑅𝜔2 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 𝐹𝑧 =
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 𝑥 

𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝜃 = 𝑐𝑠𝑡𝑒 𝜃 = 𝑐𝑠𝑡𝑒

𝑧 

 (𝐺, 𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ , 𝑦𝑎⃗⃗⃗⃗ , 𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ ) 𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 

�⃗� 𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ 

−𝑅𝜔𝑧  
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 𝑥𝑎⃗⃗⃗⃗ 

𝑥0⃗⃗⃗⃗ 

 

 

𝛾 + 𝛼 = 𝜃 + 𝛾𝑐𝑎𝑙

 

 

𝑚𝑎 = 𝑚𝑔𝑧0⃗⃗  ⃗ + 𝑇𝑥 − 𝐹𝑧𝑧 − 𝐹𝑥𝑥 

 

𝑚𝑎𝑥𝑎
= −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛾 + 𝑇𝑐𝑜𝑠(𝛼 − 𝛾𝑐𝑎𝑙) − 𝐹𝑥

𝑚𝑎𝑧𝑎
= 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝑇𝑠𝑖𝑛(𝛼 − 𝛾𝑐𝑎𝑙) − 𝐹𝑧

 

𝛼 − 𝛾𝑐𝑎𝑙

𝜌

𝑧𝑎⃗⃗⃗⃗ 

 

 

𝑚𝑎𝑥𝑎
= 0 = −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛾 + 𝑇 − 𝐹𝑥

𝑚𝑎𝑧𝑎
= −𝑚𝑅(

𝑑𝛾

𝑑𝑡
)
2

= 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝛾 − 𝐹𝑧
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𝑉 𝑅
𝑑𝛾

𝑑𝑡
𝛾(𝑡)

𝛼 𝑇  

0 ≈ −𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛾 + 𝑇 −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑥

−𝑚𝑅 (
𝑑𝛾

𝑑𝑡
)
2

≈ 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝛾 −
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧

 

𝐶𝑧(𝛼) = 𝐶𝑧𝛼𝛼

𝐶𝑥(𝛼) = 𝐶𝑥0 + 𝑘𝐶𝑧
2

𝛼(𝑡) 

1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧 ≈ 𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝑚𝑅 (

𝑑𝛾

𝑑𝑡
)
2

𝐶𝑧 ≈
2

𝜌𝑆𝑉2
[𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝑚𝑅 (

𝑑𝛾

𝑑𝑡
)
2

]

𝛼(𝑡) ≈
2

𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑧𝛼
[𝑚𝑔𝑐𝑜𝑠𝛾 + 𝑚𝑅 (

𝑑𝛾

𝑑𝑡
)
2

]

𝑇(𝑡) 

𝑇 = 𝑚𝑔𝑠𝑖𝑛𝛾 +
1

2
𝜌𝑆𝑉2𝐶𝑥

𝜃(𝑡)  

𝜃(𝑡) = 𝛾(𝑡) + 𝛼(𝑡) − 𝛾𝑐𝑎𝑙

  

𝑥 

 

 

𝑥 

 

𝐼𝑥�̇� = 𝐿
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𝑝 𝑥 𝐿

 

𝑥 

𝑝

  

(𝑥 , 𝐺, 𝑧 )

 

𝐼𝑥�̇� = 𝐿 + 𝐼𝑥𝑧�̇�

𝐼𝑧�̇� = 𝑁 + 𝐼𝑥𝑧�̇�

 

�̇� =
𝐼𝑧

𝐼𝑥𝐼𝑧 − 𝐼𝑥𝑧
2 𝐿 +

𝐼𝑥𝑧

𝐼𝑥𝐼𝑧 − 𝐼𝑥𝑧
2 𝑁

�̇� =
𝐼𝑥

𝐼𝑥𝐼𝑧 − 𝐼𝑥𝑧
2 𝑁 +

𝐼𝑥𝑧

𝐼𝑥𝐼𝑧 − 𝐼𝑥𝑧
2 𝐿

𝐼𝑥𝑧


