CORRIGE EXERCICES MECANIQUE DU POINT
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Exercices simples d’application

Exercice 1 — Produits vectoriels
Soitun repére R = (0,X%,y, 7).

Soit un repére R’ = (0, x',y', z’), en rotation 2 vitesse w constante autour de 'axe Z = z’.
On note les coordonnées d'un point M, fixe dans R" : (x',y’,z").

1- Montrer que la vitesse du point M par rapport au référentiel associé a R, exprimée dans
R’, s’écrit :

. Y e A%
V(M) = wgrjg *OM = | x'w
0 R’

. 0 x' -y'w
Ve(M) = wgrjg *OM =10 | =(y"] =| x'w
w/ g’ 7' R 0 R’

2- Montrer que 'accélération du point M par rapport au référentiel associé a R, exprimée
dans R’, s’écrit :

Ona:

. —x' w?
ar(M) = wgijg * (Wgrjg * OM) = | —y'w?
0 R’

Ona:

— (0 —y'w —x'w?
ar(M) = wgr /g * (Wgr/g * OM) = | 0 *| x'w =| —y'w?
R’ R’ R’

w 0



Exercice 2 — Dérivation de vecteurs

Soitun repére R = (0,%,y, 7).
—_ — —> —_—
Soit un repére R’ = (0’, x’,y’,z’), en rotation a vitesse w constante autour de I'axe Z = z’ et en

translation suivant I'axe X tel qu’a un instant donné on ait: 00" = x,/%.

On note I'angle de rotation entre le repere R et R' : 6.
On note les coordonnées d’un point M, fixe dans R" : (x',y’,z").

1- Montrer que la vitesse du point M par rapport au référentiel associé a R, exprimée dans

R', s’écrit :
dx,r
. 9 cos6 —y'w
) P
= = XAt
. dtg - —fsin@ +x'w
0 R’
Ona:
dW_dﬁU’era'M
dtp,  dtg dtp
B dxor%_l_ dx N dx’ﬁ+dy’47+dz’ - ,dx ’+ dy ., dz
—\Tar * T4, ar T vt Y Y Y
dx,r dx' dy  dz
= + +
<dt x) < a Y a T dtR>
Etl'ona:
dx’  dx’
dtR dth+wR/R*x_0+wZ *x—wy
dy _dy' - - = = —
dty  dtg wrrR*Y' =0+ wz *xy' = —wx’!
A _ 4o e T =T b 0T T =T
_— 12 £ = E3 =
dtp _ dtg « CR/RTZ @
Soit:
dOM _dxgr N —
TR X+ x'wy —y' ox
Or on alarelation :
% = cosOx’ — sinfy’
. y
y’ A

=l

v
=




Donc:

9 cos6 —y'w
dOM ccilt
_ o
dtg ——% 5inb + x'w
dt
0 R’

On a le schéma complet :

N‘
. =
. A
e \
——— Ny
(=)

2- Monter que I'accélération du point M par rapport au référentiel associé a R, exprimée dans

R’, s’écrit :
dzx Y
. 9 cosO — x' w?
d20M dt?
aR(M)=F= d?x,r 0 a2
R Tz Sinf —y'w
0 R’
Ona:
(%202
cosf —y'w
d’oM d dt Y
—=—] dx, | ,
dtg  dtg \— sinf + x a)/
dt
0 R’
(Saeoso—vo |
cosf —y'w .
_dl (cilt +<dxor : ,)dx’+( dxor_g_l_ ,)d’
S \_%Sln9+x’w/ atc 7YY dtg ac TR dtg
0 R’



dzxor .
5 cosf — w——sin@
dt dxol N deI . , .
= | dzxor dx + ( cosf —y w) wy' — (— sinf + x w) wx'
\— 702 sinfd — w 7 cos / dt dt
0 R’
dzxor dxol i dxor . ;9
ai cosf —w it sinf — (—a) it sinf + x'w )
= d?x dx dx
— dtzo sinf — w dto cosO + w df cos —y' w?
0 R’
dzx l /2
a2 cosfd —x'w
dZ




Exercice 3 — Matrice de passage

Soitun repére R = (0,%,y, 7).

Soit un deuxiéme repére R’ = (0, x’, 37 7) qui est le repére R ayant subi une rotation d’angle ¢
autour de l'axe ¥ = x'.

Soit un troisiéme repére R"' = (0, x" 37 7) qui est le repére R’ ayant subi une rotation d’angle

6 autour de 'axe § = y'.

1- Calculer la matrice de passage du repere RaR’.

Ona:

5

z

? A
¥
N
= — >y

x=x'

On décompose les vecteurs (x’,y’, z’) en fonction de (%, V,2) :

_,) -
X =X

V' = cos@y + singZ

"= —singy + cospzZ
Soit sous forme matricielle, on écrit la matrice Pgr, de passage durepéreRaR’:
1 0 0
Pprip = (0 cosQ simp)
0 -—sinp cose

Ainsi, pour tout vecteur exprimé dans la base de R, on a I'écriture dans labase de R' :

x' X
(), )
z' R’ Z’/ R



2- Calculer la matrice de passage du repére R" a R"'.

Ona:

> %

l

v
N

On décompose les vecteurs (x',y"",z"") en fonction de (x’,y’, z') :

x"" = cosOx' — sinfz’
T =
y =y
z'"" = sinfx’ + cosOz’
Soit sous forme matricielle, on écrit la matrice Pgr/ s de passage du repére R' aR"" :

cos 0 —sinf
PRHRI= 0 1 0

sind 0 cos6

Ainsi, pour tout vecteur exprimé dans la base de R’, on a I’écriture dans la base de R"" :

xll xl
y" = Pgprigr| '
7" R 7' R’

3- Calculer la matrice de passage du repere R aR"".

On a tout simplement :

x" x' X X
(yll) — PR”R’ (y’) = PRIIRIPRIR (y) = PR”R <y>
z" R" z' R’ Z’R Z7R

Ppiig = PpirgrPpig

cos@ 0 —sinf\ /1 0 0
Pprip = 0 1 0 0 cosp sing

sind 0 cosf / \0O —sing cose

Avec:

0 cos@ sing

cos@  sinfsing  —sinfcos@
Ppip = < )
sinf —cosfsing cosOcose



4- Calculer la matrice de passage du repére R" a R.

X" x x" x
<yll> = PR”R <y> g PR_,}R (yll> = (y)
") o Z/ R A Z/ R

Z /R

On peut calculer :

Et donc:

Prrr = Pty

En utilisant les regles de calcul (un peu fastidieux) pour trouver l'inverse d’'une matrice 3x3, on
obtient:

cos6 0 sinf
Prpr = < sing.sin@  cos@ —cos@.simp)

—sinf.cos@ sing  cosO.cos@

Mais on peut également retrouver ce résultat en procédant de la méme maniére que pour les
questions précédentes.

On décompose d’abord les vecteurs (x’,y’,z") en fonction de (x",y",z") :
x' = cosOx" + sinfz"
o — o
y =Y
z' = —sinfx'" + cosfz"

Soit sous forme matricielle, on écrit la matrice Pgrp7 de passage du repére R aR':
cos6 0 sin@
PR’R” = 0 1 0
—sind 0 cosf

. 7 - > . — 7 7
Puis on décompose les vecteurs (X, y, Z) en fonction de (x’, y', z’) :

N —
X =x'

> 7 T

y = cos@y’ — sinpz

- . - -

Z = sin@y' + cospz’

Soit sous forme matricielle, on écrit la matrice Ppy’ de passage du repére R’ aR :
1 0 0
Ppp' = (0 cosp —singo)
0 sing cosp

Etdoncona:
Prg'" = Prp'Prigr

1 0 0 cosB@ 0 sin@ cosf 0 sinf
PRRH=<O cosQ —singo)( 0 1 0 ):(sincpsin& cosQ —cosHsingo)

0 sing cosep / \—sinf 0 cosf —sinfcosp sing cosOcosp



Exercice 4 — Référentiel Galiléen/non Galiléen - translation

On s’'intéresse au mouvement d’'une balle assimilée a un point matériel de masse m dans un
camion qui roule.

Soitunrepére Ry, = (0, Xy, Yo, Zo), avec O un point fixe de la route, associé a un référentiel Galiléen.
Soit un deuxiéme repére R = (0',%,y,Z) associé au référentiel du camion, en translation par
\ . ) — - 12 . BN .

rapport a R, suivant I'axe yy = y, avec O’ le point en bas a gauche de la remorque du camion :

Z
Zo I M.(J’MiZM)
0’ Y
0 w o= (OO O OO
Xo

On écrit les coordonnées du point O’ dans le repére Ry : (xo7, Yo', Zo")-
La balle est tenue par une personne fixe dans le camion. On écrira la force exercée par cette

o
derniére sur la balle R.
Le camion avance a vitesse constante Vy.

1- Ecrire le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a la balle, par rapport au
référentiel Galiléen, et trouver I'expression des composantes du vecteur R dansR.

Ona:
mag,(M) = mg + R
Avec:
d*oM  d* . .. d - R R
ag,(M) = T}%O = H[OO +0'M| = FI%O[YO'YO +yuy + zyZl
= f}%o[}’o’)’o + YuYo + zZuzol = ez Vo + qe2 Vo +FZO
Or la balle est fixe dans le repere du camion :
dYM . dZM .
dat  dt
Et la vitesse de ce dernier est constante :
dyol = cste — dzyO, =
dt dt?
Ainsi :
ag,(M) = 0

On retrouve le fait qu'un point matériel dont le vecteur vitesse est constant par rapport a un
référentiel Galiléen voit la somme des forces s’exercer sur lui étre nulle.



Ici en I'occurrence on a le poids et la force exercée par la personne qui s’appliquent sur la balle :

mg+R=0
Soit, projeté dans R :
0 Ry 0
(3)-(6)-®
-9 R Rz R 0 R
Donc:
Ry=R, =0
Et:
R, =mg

La personne n’a qu’a compenser le poids de la balle pour qu’elle reste fixe dans le camion.

On peut écrire la formule de composition des accélérations dans notre cas trés simple :
ag,(M) = ag(M) + ag,(0")

2- Appliquer le PFD ala balle par rapport au référentiel du camion.

On repart de I'écriture :
mag (M) = mg + R
Sachant que :

ag,(M) = ag(M) + ag,(0")
Donc:

m [aR(M) + aRO(O’)] =mg+R

mag(M) = —mag (0') + mg + R

Qui est I’écriture du PFD par rapport au référentiel R.

Or:

d’yy ,  d’zy

dt? y+ dt?

ag(M) = Z=0

dz}’o’_, =
dtz :VOZO

ag, 0" =

Donc le PFD par rapport au référentiel R nous donne également :
mg+R=0

10



Dans la suite de I'exercice on notera :

Et:
XM
O'M = (YM)
Zm/
Vy
VR(M) = Vy
V R
Ay
ag(M) = <aY>
a;/ s
Remarque :

—

’ : . . ) - __ = _ 2
Que I'on exprime les vecteurs dans R, ou R ne change rien puisquel'onaxy =X, y, =y

La personne lache la balle.
On prend pour conditions initiales au moment du lacher :

. 0
OM = (J’oo)
Zo00/ g
0
W = <y0>
Zo/ g

Ve(M) =0
VR0 (M) =Vy
Avec V la vitesse du camion.

3- Monter que la trajectoire de la balle dans le référentiel Galiléen est donnée par :

0

*mo Vt + Yoo
Ymo | = £2
R

Zmo —9— t Zgo
2 R

On a le PFD appliqué a la balle, qui n’est plus soumise qu’a son poids :

mag (M) = mg

N
Z.

11



Donc:

Puis par intégration :

Avec les conditions initialeson a :

Puis de nouveau par intégration :

XMo
<}’M0> =
Zmo/ g
XMo
<)’Mo) =
Zmo/ g

Et avec les conditions initiales :

K,
Vt+K,

t2
—g—+K
92 3

R

0

Vt+y00
tZ

—-g—+
92 Zo0

La balle tombe sous l'effet du poids (chute libre, accélération constante), mais conserve sa vitesse
(celle du camion) suivant I'axe d’avancement y, puisqu’aucune force se s’applique sur la balle

suivant cet axe.

4- Montrer que la trajectoire de la balle par rapport au référentiel du camion est donnée par :

XM
Zy R

0
Yo
tz
L

R

On a le PFD appliqué a la balle, qui n’est plus soumise qu’a son poids :

maRO(M) = mag(M) = mg

Donc:

a, 0
a, -9/ 4

12



Puis par intégration :

Avec les conditions initialeson a :

K;=0
K, =0
K;=0
Puis de nouveau par intégration :
Ky
Xy K,
Ym = tz
Zm R -9 7 + K3
R
Et avec les conditions initiales :
0
XM
<J’M> = t};o
Zm/ R -9 > + 2y
R

La balle tombe sous I'effet du poids simplement.

(oo; Zoo)
M@ o

L7 Vo; 20) T RRREE 1 7

ST

o w00 O OO0 «C0 O 00

La trajectoire de la balle vue de la route est en marron, tandis que vue du camion elle est en rouge.

Le camion affiche désormais une accélération constante ay.
La personne tient la balle dans ses mains.

5- Appliquer le PFD a la balle par rapport au référentiel Galiléen, et trouver I'expression des
composantes du vecteur R dansR.

Ona:
mag,(M) = mg + R
Avec:
— . d*0OM d* — . d?
ag,(M) = [00' + O'M] = [YorYo + yuY + zZuZl

dtg — dti, dtj

13



d? dz}"o’ — dzyM — dZZM —

= E[Y@’%"‘YM%"‘ZMZ_J] =gz Yo + q:2 o +F20
Or la balle est fixe dans le camion :
dyy dzy
dt — dt
Ainsi :
szo’ — >
aRO(M) dt2 Yo =ay
Soit:
0 0 Ry
0/r -9 R Rz R
Donc:
R, =0
Ry = ma
Et:
R, =mg

La personne, en plus de compenser le poids de la balle, doit compenser la « force » d’inertie
d’entrainement —ma.

En fait, la balle ne souhaite qu'une chose, c’est conserver sa vitesse. Or ici le camion est en
accélération permanente, il faut donc bien que quelque chose I'entraine a suivre le mouvement du
camion, ici c’est la personne.

C’est le méme principe que notre siege de voiture lorsque 'on accélére. Il nous entraine a suivre
le mouvement de la voiture, d’ou le sentiment d’étre « écrasé » dans le siege.

On peut toujours écrire la formule de composition des accélérations dans notre cas trés simple :
ag,(M) = ag(M) + ag,(0")

6- Appliquer le PFD ala balle par rapport au référentiel du camion.

On repart de la relation :

mag, (M) = mg + R
Sachant que :

ag,(M) = ag(M) + ag,(0")
Donc:

m [aR(M) + aRO(O’)] =mg+R

mag(M) = —mag, (0') + mg + R
Qui est I’écriture du PFD par rapport au référentiel du camion.

Or:

dZYM - dzZM

ar(M) = a2z VT

14



dz)’o’

aRO(OI) = dtz

Yo = ay
Donc le PFD nous donne :

0=—-may+mg+R

La fameuse « force » d’inertie d’entrainement s’ajoute aux forces réelles s’appliquant sur la balle.
Puisque la balle est fixe dans le camion, ces trois forces s’annulent.

La personne lache la balle.
On prend pour conditions initiales au moment du lacher :

—_— O
OM = (J’oo>
Zoo/ g
0
OI—IW) = <3’0>
ZO R

Ve(M) =0
VR0 M) =Vy
Avec V la vitesse du camion.

7- Montrer que la trajectoire de la balle par rapport au référentiel Galiléen est donnée par:

0
*mo Vt + Yoo
Ymo | = £2
Mo/ \—g -+ Zoo
R

On a le PFD appliqué a la balle, qui n’est plus soumise qu’a son poids :

mag (M) = mg

Qxo 0

Donc:

Puis par intégration :

Avec les conditions initialeson a :

Ki=0
K, =V
K; =0
Puis de nouveau par intégration :
x K1
MO Vt+ K,
<}’Mo) £2
Zmo/ R —g—=+K3
2 R

15



Et avec les conditions initiales :
0

*mo Vt + Yoo
Ymo | = +2
Zmo/ g —9— t Zoo
2 R
La balle tombe sous l'effet du poids (chute libre), mais conserve sa vitesse (celle du camion)

suivant I’axe d’avancement y, puisqu’aucune force ne s’applique sur la balle suivant cet axe.
C’est la méme trajectoire qu’a vitesse du camion constante.

8- Montrer que la trajectoire de la balle par rapport au référentiel du camion est donnée par :

Ym| = | 2 I
M t2
L .

On a le PFD appliqué a la balle, qui n’est plus soumise qu’a son poids :

o ()
(o) [ <5

_

mag, (M) = mg
Or on peut écrire :

m [aR(M) + aRO(O’)] = —may + mg

mag(M) = —mag (0') + mg

mag(M) = —may + mg

(5) ()

Vs Ky
V2/) & —gt + K3

Donc:

Puis par intégration :

R
Avec les conditions initialeson a :

K;=0
K, =0
K;=0
Puis de nouveau par intégration :
(e
Xy t2
(m) =| ezt
Zy R tz
_g A + K3
2 R

16



Et avec les conditions initiales :

9- Quelles sont les différences par rapport au cas ot le camion roulait a vitesse constante ?

Dans les deux cas, a partir du moment ou la balle est lachée, elle n’est soumise qu’a son poids.
Donc conserve sa vitesse initiale (celle du camion) suivant l'axe y, et tombe a accélération
constante (g) suivant 'axe Z dans le référentiel Galiléen. On I'a vu, les trajectoires sont identiques
dans les deux cas.

En revanche, dans le référentiel non Galiléen du camion, le mouvement n’est pas similaire...

On peut tracer schématiquement I’évolution de la coordonnée y,, dans les deux cas :

M’ Oms 2m)

&

o w F 00 — 0O OO

|

Dans le cas ou la vitesse est constante (trajectoire en marron), la personne qui lache la balle ne la
verra pas dévier, elle tombera a ses pieds.

Pour le cas a accélération constante (trajectoire en violet), la balle souhaitera conserver la vitesse
suivant I'axe y qu’elle a au moment du lacher, donc ira moins vite que le camion au fur et a mesure
qu’elle tombe. La personne verra donc la balle se poser vers le fond du camion.

17



Exercice 5 — Référentiel Galiléen/non Galiléen - rotation

On s’intéresse au mouvement d'une balle assimilée a un point matériel de masse m par rapport a
un plateau qui tourne. On ne considére aucun frottement plateau/balle.

Soitunrepeére Ry = (0, Xy, Vo, Zg), avec O un point fixe de la Terre, associé a un référentiel Galiléen.
Soit un deuxiéme repére R = (0, X, y, Z), en rotation par rapport au repére R, suivant I'axe z;, = Z,
fixe par rapport a un plateau tournant :

, . do
La vitesse de rotation du plateau w = —; est constante.

On note les coordonnées du point M dans la base de R : (X, Vp1)-
On écrira la force de réaction du plateau sur la balle R.

La balle est fixe par rapport au plateau.

1- Montrer que la vitesse de la balle par rapport au référentiel Galiléen s’écrit :

Vg, (M) = —yywX + xywy

Ona:
; (M)_dm_ d e 4 7]
Ro = dtRO = dtRo XX T Ymy
Cdxy ,  dyy dx dy

=——F+——F+xy—+ Iy
dt T Tar YT My, ™M dty,

Or la balle est fixe sur le plateau :

dxy  dyum
A a0
Et:
dx  dx L. .
E:E+wz*x:wy

18



WRO = a Z*xy=—wX
Ainsi :
VRO(M) = _yM(A)J_C) + xM(l):)_/)

2- Montrer que 'accélération de la balle par rapport au référentiel Galiléen, exprimée dans

R, s’écrit :
ag, (M) = —xyw*% — yyw?®y
Ona:
dVg (M) d R .
ag,(M) = d;RO = dtn, [—ymwX + xywy]
B dx N dy
= Yu® dtg, xdetRo

= —yyw?y — xpw?x

3- Ecrire le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué a la balle par rapport au
référentiel Galiléen, et trouver I'expression des composantes du vecteur R dansR.

Ona:
mag,(M) = mg + R
Donc:
— Xy w? 0 Ry
m( —y,,w? =m<0) +( Ry
0 R —9/p R, R
Donc:
R, = —mxyw?
R, = —myyw?®
Et:
R, =mg

Si le plateau retient la balle, il doit compenser son poids ainsi que la « force » centrifuge.

La balle n'a encore une fois qu'une envie, c’est conserver son vecteur vitesse. Or ici le plateau
tourne (vecteur vitesse change = accélération), donc il faut en permanence entrainer la balle dans
le mouvement de rotation, ce qui se fait via les composantes de réaction Ry et R,,.

Physiquement cela peut étre des petites parois fixées sur le plateau et qui entourent la balle.

19



On peut écrire la formule de composition des accélérations dans notre cas :
ag,(M) = ag(M) + wZ * (wZ * OM) + 207 * Vg (M)

4- Appliquer le PFD a la balle par rapport au référentiel du plateau (associé a R), exprimé
dans R.

On repart de I'écriture :
mag (M) = mg + R
Sachant que :

agr,(M) = ar(M) + wZ * (wZ*W) + 2wZ * Vg (M)
Donc:
m[aR(M) + wZ * (wZ*O—I\Z) + 2wZ * VR(M)] =mgj+R

magr(M) = —mwz * (wi* W) — m2wZ * V(M) + mg + R

Qui est I’écriture du PFD par rapport au référentiel du plateau.

Or:
- dxM - dyM - "
VeiM) =——x+——y=0
r(M) at t
g dzxM - dzyM - ~
ar(M) = iz X+ T y=0
Il reste donc:
—MwzZ * ((uZ* W) = —MwzZ * ((A)Z * [XMJ-C) + yMﬁ])

0 0 Xm 0 —Ymw
W/ R w/ p 0 R w/ R 0 R
On note au passage que 'on a:
w7 * OM = Vg, (M)

Puis :

. 0 —Ymw —Xy W
—mwZ * (wZ x OM) =—m<0) *( Xy ) =-m| —y,w?
w/ R 0 R 0

On note au passage que 'on a:

wZ * (wZ * W) = ag,(M)

Donc le PFD par rapport au référentiel du plateau nous donne :

=

B — Xy w? 0 Ry
mag(M) =0 =-m| —y, @2 +m< 0 > +| Ry
0 -9

o]
~
N

R

20



En fait il s’agit du PFD par rapport au référentiel Galiléen avec le terme d’accélération passé de
'autre coté de I'égalité.

Dans le référentiel du plateau, la balle est fixe, donc la somme des forces s’appliquant sur elle doit
étre nulle. La « force » centrifuge et le poids sont compensées par la réaction du plateau.

On suppose que la balle est soudainement laissée libre de bouger (seul le poids est toujours

compensé par la réaction du plateau).
XMo
OM = | Ymo
Zpmo R’

I/xO
VR0 (M) = VyO
VZO R’

QAxo
ag,(M) = | ayo
a,o R’

Ou le repére R’ = (0,?, 7 7) représente le repere R figé au moment du lacher de la balle. Il est
donc associé a un référentiel Galiléen puisque fixe par rapport a R,

Dans la suite de I'exercice on notera :

On prend pour conditions initiales au moment du lacher :
X00
o = ( 0 )
0 R’

Ve(M) = ag(M) =0
Ve, (M) = Vy'

5- Montrer que la trajectoire de la balle par rapport au référentiel Galiléen, exprimée dans

R’, est donnée par:
XMo X00
Ymo = ( %43 )
ZMO R[ 0 RI

On a le PFD appliqué a la balle, qui n’est plus soumise qu’a son poids et la réaction du plateau qui
le compense :
mag, (M) = mg + R=0

Donc dés le moment du lacher :

21



Puis par intégration :

VxO Kl
Vyo =| K,
V0 R K3/ pr
Avec les conditions initialeson a :

K, =0
K,=V
K;=0

Puis de nouveau par intégration :

Xmo K
Ymo =|Vt+K,
ZMmo R’ K3 1

R

XMo X00
Ymo = ( %4 )
ZMO R/ 0 RI

La balle conserve son vecteur vitesse suivant I'axe y’, puisque la somme des forces s’exercant sur
elle est nulle.

Et avec les conditions initiales :

On a représenté le moment du lacher de la balle sur le schéma de gauche, et un moment plus tard
sur le schéma de droite.

6- Montrer quel'ona:

d?x d
/—M— Za)ﬂ—xl\,,wz\|

an dt? dt
aRo M = dZyM dxM 2
a2 +2a)—dt — Yy w
0 R
Ona:
g d - - dxM - dyM - d)_c) d:)_;
Ve (M) = —— = — == - —
R, (M) dte, (xmX +ymy) ar x + ar ) + Xm dtg, + Ym dte,
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dxy , dyy

=2 Tt Y + Xy WY — Yy wx
Puis :
ag. (M) = —2 = ( X+ y+ xywy —y wié)
fo dtg,  dtg, \ dt dt " M
_ dPxy _)+d2yM _)+dxM L dyy _,+dxM dx dyy dy dy dx
Tz P aer Y e YT e Y dtg,  dt dtg, xdetRo ydetRo
deM - dzyM - dxM - dyM - dxM e dyM - 2—) 2—)
= dc2 X+ dc2 y+ dt wy — dt wXx dt wy — dt WX — XWX — Yy Wy
d?xy, dy .
dez “CTqr T M@
= dZyM dxM 2
a2 A0 T yme
0 R

7- Montrer que 'on a alors bien :

ag,(M) = ag(M) + wZ * (wZ * OM) + 207 * Vg (M)

Onavuque:
dzxM dyM 2
I 7= TR
a’RO(M) = dZyM d.xM 2
dez  “YTqr M@
0 R
On sait que :
/dzxM\
dt?
aR(M) = dZyM
dt?
0 /g
Et:
- —xpyw?
wZ * (wZ*OM) = —ypw?

0
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Il reste a calculer:

dxy
. 0 dt
2wZ V(M) =2{0 | *| dyy
W7 R dt
0 /&

dt

== 2 dxM

dt

0 R

Tout est bon.

On appelle le terme wZ * (wZ * O_M) accélération d'inertie d’entrainement a,, et le terme 2wZ *

Vi (M) accélération de Coriolis a,.

Onadonc:

ag,(M) = ag(M) + a,. +a¢

8- Ecrire larelation du PFD par rapport au référentiel du plateau, et donner la différence par
rapport au cas ou la balle est fixe sur le plateau.

On a vu que le PFD par rapport au repére R, s’écrivait :
mag,(M) = mg + R=0
Or on peut écrire que :

mag, (M) = m(aR(M) +a—le’+a_c’) =0

Soit la relation du PFD par rapport au repere R :

mag(M) = —ma,; —mag

Dans le repére du plateau, la balle est soumise a la « force » centrifuge comme dans le premier cas,
mais également a la « force » de Coriolis due au fait que la balle se déplace par rapport a un
référentiel tournant cette fois-ci.

9- Décrire alors le mouvement lorsque 1'on adopte le point de vue du plateau.

La balle s’éloigne du centre de rotation du plateau sous l'effet de la « force » centrifuge, et dévie
vers la droite a cause de la « force » de Coriolis (cf schémas ci-dessous).
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Le schéma de gauche représente le moment du lacher, tandis que le schéma de droite représente
un moment plus tard.

La trajectoire rectiligne de la balle représente son mouvement par rapport a la Terre, tandis que
la trajectoire incurvée représente son mouvement par rapport au référentiel tournant du plateau.

Au fur et a mesure que la balle s’éloigne du centre de rotation, elle passe sur une zone du plateau
qui défile de plus en plus vite (vitesse de rotation des points du plateau plus importante au bord
qu’au centre) :

Vue du plateau, la balle s’écarte alors vers la droite.

Aucune force supplémentaire n’apparait entre les deux cas, mais la différence de point de vue
implique une différence de trajectoire, qui s’explique de maniére imagée par des « forces »
d’inertie (entrainement et Coriolis) dans le référentiel non Galiléen.
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Exercices concrets

Exercice 1 — Mouvement rectiligne

On s’intéresse a une balle pendue a un fil depuis le plafond d’'un camion :

Zp
Lg Xb
Z—D> M
0’ 7
ol w00 O OO
Xo

Le repére Ry = (0, Xy, Vo, Zo) est associé a un référentiel Galiléen, avec O un point fixe de la route.
On note les repéres du camion et du fil respectivement: R = (0',%,y,Z) et R, = (0", xp,Vp, Zp)-
L’angle 6 est positif sur le schéma.

La masse du camion est de 3 500 kg.

On néglige dans un premier temps la trainée du camion, et de maniére générale toute forme de
frottement.

I- Etude du mouvement du camion.

Le camion démarre du point O a accélération constante a,, . Il atteint 1 km en 60 s.

1- Déterminer la norme de la force de traction T,,,; qui s’exerce sur le camion, ainsi que
l'accélération a,, de ce dernier.

On a le Principe Fondamental de la Dynamique appliqué au camion (assimilé a un point matériel
de masse M = 3 500 kg) suivant I'axe yj :

Mayo = Imot
Or on sait que le camion se déplace a accélération constante donc :

_ Tmot _
Ay, = 3 = cste
Puis en intégrant :
Tmot
Vi (6) = et ¢
Et:
Tot t2
yo(t) = 717\1/10 )
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Et on nous dit que le camion atteint 1 km en 60 s, soit donc :

Tmot 602
t=60) = .—=1000
Yo( ) M 2
Ainsi :
2.1000.M 2.1000.3500
Trmot = 02 = 02 =1944 N
Et on note que 'accélération vaut :
Tmot 1944
= =——=0,56 2
Do =M T 3500 m/s

2- Montrer que la vitesse du camion a 60 s estde 120 km/h ?

On a simplement:

Tmot

(€ = 60) = =

.60 = 0,56.60 = 33,3m/s = 120 km/h

On suppose que le camion voit sa vitesse (instantanément) se stabiliser a cette valeur.
On introduit a ce moment-la la force de trainée s’exercant sur le camion :

- 1
D =—=5pSVCxyo

Avec la masse volumique de I'air p = 1,225 kg/m53.

3- Quelle est la valeur de la « surface équivalente mouillée » SC, du camion ?

On écrit le PFD appliqué au camion selon I’axe de 'avancement :
May =Tpoe+D =0

Soit:
1 2
Trmot — EPSV Cx=0
Et donc:
2T ot 2.1 944
SC, = = =2,9m?
* =z T 1,225.33,32 m
II- Etude du mouvement de la balle.

On note la masse de la balle m.

4- On suppose que le camion est a 'arrét au point 0, déterminer I'expression de la tension T
exercée par le fil sur la balle.

ATlarrét, seul le poids et la tension du fil s’exercent sur la balle, et se compensent (la balle reste
fixe dans le repére Galiléen) :

mag (M) =T +mg =0
Ro( 9
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Et projeté suivant I'axe vertical z :

T—-mg=0->T=mg

Le camion avance a accélération constante a,y, = 0,56Y.

On note :

-les coordonnées du point 0" dans R : (0,y,7,z,")

-la longueur du fil : 0"M = —ly,

5- Montrer qu’en appliquant le PFD sur la bille par rapport au référentiel Galiléen pendant la
phase d’accélération du camion, et en projetant la relation dans R, on a :

Aide : pour le calcul de I'accélération du point M, décomposer en OM=00"+00"+0"M

OnalePFD:

Avec:

Or:

Et:

Orona:

Donc:

Puis :

0
ldze 01l doy? o 0 0
m Ayo + it —— sinf + (E) cos —(1 +< 0 )
d?6 doy? T, —mg
—l—cos@+l(dt) sin “/'R R

dt? R

mag, (M) = T + mg

d*0M _d?00" d?0'0" d?0"M

0 dtg, dtg dtg, dtg
d200’ . .
dt,% = QyoYo = QAyoY
0
d?0'0"  d? B e d] = d? a R
" ZANZ " VAU =
dt,%o dtR YoV + Zg dtRO Yo''Yo + 20" Zg
d’o'mMm  d? d?y,
T [ lypl = —1—
yp = cosOy, + sinfz,
dO”M dyb de o .
dr, dtR = —ZE(—smeyo + cos0zy)
d*0"M d29 doy?
s = ( sinfy, + cos0z;) + l( ) (cosOy, + sinfzg)
dtg, dt
2 2
= IW (sinfy — cos6z) + 1 (d ) (cosOy + sin67)
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Ainsi :

On a la formule de composition des accélérations :
aRo(M) = aRb(M) +a, +a;

Avec:
. - d(l)R R RN _
Qe = aRO(OH) + % * 0"M + wa/RO * (wa/RO * OHM)
0
ac = 20g, /Ry * VR, (M)
Etona:

Rp/Ro — Exb

6- Calculer chacun des termes az (M), a,,, a..

On calcule :
- dZO”M d%y,
b dtg, dtg,
Puis :
m B d?00" B d?00’ N d?0'0" - R
@Ro ©dti, did dtd Gyo¥
Puis :
dwa/RO . d (do
TOR/Ro , BT = (— ) 1y
dtp, ditg, \dt )" T

'dzeé do x|
= * —
dez b T T
'dzeé do dxg|
= * —
a2 > T dtg,|”
dZ

d%e _, d?o
= —lﬁzb = —l— (cos0Z — sinBy)



Puis :
.. do_,
Ory /Ry * (Ory/rg * O"M) = =%y %

dt dt

do do

0 0

0

_ | at «| | dt *(—lcos@)
—lIsin8/

(@

a_,
d xp * —lyp

de , (do | . .
=—Xx*|—xX*—I(cosOy + sinfz)

R

Donc:
0
10 sing 41 (22) .
a2 = Ayo dtzsm i cos
40 9+l(d9)2 ind
q0 cos it sin
Et enfin:
. dy .
M:— =
ka( ) ldtRb 0
Donc:

On voit que I'on a directement :

)
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7- Appliquer le PFD a la balle par rapport au référentiel associé au repere du fil R;,, exprimé
dans R.
Le PFD par rapport a Ry nous donne :
mag, (M) = T +mg
Or on peut écrire que :

mag (M) =m [aRb(M) +a—le’+a_c’] =T+mg

Soit le PFD par rapporta Ry, :

mag, (M) = —ma,; —ma; + T +mg

Or avec les résultats de la question précédente on a :

0
dze do\? \
ay0+l—sm9+l(—) cos6 |

0=-m| de? dt | +T+mg
\ ld29 9+l(d9>2 inf /
dtZ coS dt Sin .

La balle ne bouge pas dans le repére R, donc les sommes des « forces » s’appliquant sur elle est
nulle.

On note qu’il s’agit tout simplement de la relation trouvée a la question précédente, avec les
termes d’accélération passés de l'autre coté de I'égalité...

Et on appelle le terme composé des accélérations, les « forces » d'inertie d’entrainement. On note

de\2 , .
que les termes en (E) représentent la « force » centrifuge.

8- Déterminer la matrice de passage Pg, r des repéres R a Ry,.

Ona:
—_—
Zy .
R Vb
Zp 4]
—
Yo
Soit:
Yp = cosOy, + sinfz, = cosOy + sinfZ
z, = —sinfyg + cos0z, = —sinfy + cos6z
Et donc:

1 0 0
PRbR=<0 cos0 Si?’l9>

0 —sinf cos6
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9- Montrer que les relations du PFD par rapport au référentiel associé a Rj, projetées dans

Ry, sont:
0
do\> 0 0
G=—-m (ayocose + I(E) \ n (Tyb> n (—mgsinB)
d?6 0 —mgcoso
\—ayoSiTlB - IW < Rb g Rb

Oul’'on a écrit:

Nous avions les relations :

0
+ld29 '9+l<d9)2 9\ 0 0
6=—m| ayo dtz Sin dt coSs H + Ty +( 0 )
R

|
\ ld29 9+l(d9)2 - / T,), \-mg
dtz coS dt Sin

Donc en utilisant la matrice de passage on a:

0
120 '9+l(d9)2 9\ 0 0

0= —mPpr| @07 a2 dat) |+ Per| Ty +PRbR< 0 )

o R

d?6 do\* T/, mg
—l—2c059+l<—) sinf
dt dt R
0
2
1 0 0 / dze . (d_f)) \ 0 1 0 0 0
6=—m<0 cosf sin9> ay0+ldt25m8+l dt cost +<Tyb> +<0 cosf Sin@)( 0)
0 —sinf cos6 d2o doy? 0 /g 0 —sinf cos§/ \—mg/,
—l—c059+l<—) siné b
dt? dt R

0
do\’ 0 0
0=-m (ayocose +1 (E) \ + (Tyb> + (—mgsin@)
Ry Ry

\ - ldze 0 —mgcos6
AyoSin acz/ o,
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10- Faire un schéma de la balle et des forces qui s’y appliquent d’apreés ces relations.

Zy

dze

ml aiZ

—may,

A (dg)z
—ml|—
= at | —
y mg

OO0 O OO

Toute les « forces » d’'inertie ainsi que le poids sont compensés par la tension du fil. Cela assure
«I’équilibre » de la balle du point de vue du repére de la balle Ry,

Ny

OF

Le systeme tel quel étant compliqué a résoudre, on considere que la balle a atteint son état
d’équilibre.
On a la masse de la balle qui vautm = 0,5 kg.

11- D’apres les relations précédentes donner la valeur de I'angle a I'équilibre 6,4, ainsi que
celle de la tension Ty, qu’exerce le fil sur la balle.

On a les relations simplifiées :

0 0 0
0=-m| ayocosbs + (Tyb> + | —mgsinbg,
R

—Q,,0Sinbyg —mgcosBy
y0 eq Rp 0 b 9 eq Rp

La deuxiéme relation (bilan des forces projeté suivant I’axe y,) nous donne :

0 = —mayycosb¢q + Ty, — mgsinbg,
Donc:
Typ = m(ayo + g6eq)

Etla troisieme relation :
0 = aypsinbeq — gcosty,

tanbs, = g 17,66
q a0

Géq =1,51rad = 86,76 °
Donc:
Typ = 0,5(0,56 +9,81.1,51) = 7,71 N
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Schématiquementon a:

OF

+ Q0O O OO

12- Lorsque le camion atteint sa vitesse maximale, quelle est la valeur de I'angle 6 ?

On a vu que 'on avait la relation :

tanby, = 9

Ay

Donc lorsque le camion atteint sa vitesse maximale, c’est que son accélération est nulle a,, = 0.
: s ano
Ce qui correspond en faita 65, = 90 °.

13- Supposons que l'on dispose d’'un outil capable de mesurer I'angle 6, a quoi cela peut
éventuellement nous servir ?

On a vu que 'on avait la relation :

tanGéq = a—
y0

Sil'on arrive a mesurer I'angle ¢4, on peut en déduire I'accélération du camion a,,.
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Exercice 2 — Mouvement circulaire

On s’intéresse toujours a une balle dans un camion, mais cette fois-ci, cette derniére est lancée
depuis un c6té du camion vers le c6té opposé (on supposera que la balle peut sortir du camion).
Ce dernier étant en virage a vitesse constante :

W
y
X
9 —
0= Xo
Zy

Le repére Ry = (0,%y, Vo, Zo) st associé a un référentiel Galiléen.

On note le repére fixe dans le camion: R = (0', X, y, 2).

Les coordonnées du point O’ et G dans le repére R, sont notées respectivement: x,,y,’ et
XG0, YGo-

Les coordonnées du point M et G dans le repere R sont notées respectivement : x,;, Yy et xs, Vg-
L’angle 8 est positif sur le schéma. On note la vitesse de rotation (constante) 8 = w.

La masse du camion est de 3 500 kg.

On note la masse de la balle m. On négligera sa trainée.

On note le vecteur vitesse (de norme constante) du centre de gravité G du camion : V_G) =Vsy.

1- En supposant que la balle est tenue par une personne fixe dans le camion, montrer que
I'accélération de la balle par rapport au référentiel Galiléen, exprimée dans R, s’écrit :

ag,(M) = —[Vew + (xy — x5)0?]X — (yy — yg)w?y

Il faut calculer:

i = LM _ & 5% 4 em)
a =
fo dez — dtd
d2
=12 [X6oXo + YcoYo + (xm — x6)X + Yy — ¥6) Y]
Ro
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d’xq_, d*ys d*x 2}7
qi2 Xo + 12 Yo + (Xm — x6) 55 +(3’M Y6) 5

Or:
dx  dx I L .
FRO dtR+a)R/R0*x=0+wz*x=wy
dj-} dj-} —— 5 A > o
dty a WR/R, *Y =0+ wzZ*y = —wX
dz dz - Lo, =
T :E+wR/RO*Z—O+wZ*Z=O
Et:
d?x dy -
=w—=—-wxX
dtg, dtg
d?y dx -
= —-w
dt? dtg 7
d*z . d0 =3
dtz — dtp
Donc:
d?xg d?yq _, . .
ag, M) = dt2 Xo + dt2 Vo — (xy — x6)w*% — (yy — yg)w?y

Or on a la vitesse du centre de gravité du camion :

doG de_)_I_dy Ty
dtRO dx dYo—G— Gy

Et donc 'accélération :

_ Cyo . _ Ve _, & _
dtg =~ dt? % dt? Yo = dtg, GdtRO GOX

Donc:

ag, (M) = —VewX — (xy — xg)w*X — (Y — Yg)w?y

ag,(M) = —=[Vew + (xy — x5)0?]X — (yy — yg)w?y

On voit qu'il s’agit de I'accélération associée a la force centrifuge due a la rotation du camion. Si la
balle se trouve au centre de gravité G alors on a directement :

aRO(M) = —Vewx = aRO(G)
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Si la balle se situe le long du rayon du virage (axe X = y, — y; = 0) alorson a:

ag,(M) = —[Vg + (xy — xg)w]wx

Et I'on voit que la norme de la vitesse du point M s’écrit alors :
Vi =V + (xy — xg)w

=
=0

Si la balle se situe le long de 'axe y (x3; — x; = 0) alorsona:

ag,(M) = =Vewx — (yy — yg)w?y

La vitesse du point M s’écrit :
Vu = —=Om — Ye)wx + VY

Vi

<
=
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On peut voir les composantes de vitesse sur ce schéma plus détaillé :

Ve
M
Yo
37 A G
> X
2
\L )
—(yu — Yo)wx @
0 X
Zy

D’ou le fait que nous ayons deux composantes d’accélération, une suivant chaque axe %, y.

2- En appliquant le PFD a la balle par rapport au référentiel Galiléen, déterminer les
composantes de la force R= (Rx, Ry, RZ)R dans R, qu’exerce la personne sur la balle.

OnalaPFD:

mag (M) = mg + R

Avec R la force exercée par la personne qui tient la balle.

Or on I'a calculée a la question précédente :

ag,(M) = =[Vewx + (xy — x5)w?1% — (yy — yo)w*y

Doncona:
—Vew — (xy — x¢)w? 0 Ry
m —~(m — ye)w? = m( 0 ) +| Ry

0 R —9/R R,

Soit:
—mVew — m(xy — xg)w? =R,
_m(yM - yG)wZ = Ry
0=-mg+R,

Ainsi :
R, = —mVzw — m(xy — xg)w?
Ry, = —m(yy — yg)w?
R, =mg

Sous l'effet de son poids, la balle « voudrait » tomber, mais elle est tenue par la main qui le
compense via R,,.

Sous l'effet de la force centrifuge, la balle « voudrait » s’éloigner du centre de rotation du virage,
mais elle est tenue par la main qui la compense via R, et R,.
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Supposons maintenant qu’at = 0 s (8 = 0) la balle soit lancée suivant I'axe X en partant du point
(xM'yM) = (O'yG)

3- Quelle(s) force(s) s’applique(nt) sur la balle une fois lancée ?

Une fois lancée, a part le poids, aucune force ne s’appliquent sur la balle (on néglige la trainée...).

Dans la suite de 'exercice on néglige le poids la balle.

4- Quelle est la forme de la trajectoire de la balle par rapport au référentiel Galiléen ?

Une fois lancée, plus aucune force ne s’applique sur la balle, elle se déplace donc de maniere
rectiligne uniforme dans le référentiel Galiléen.

5- Montrer que la vitesse et l'accélération de la balle par rapport au référentiel du
camion (associé a R) s’écrivent :

dxM
- d
VeM) = | 22

dzy

dt / g
ZxM
dt?

d2
ag(M) = | £m

dt?
d?zy
dt?

QU

R
Ona:
dOo'M d R . o dxy , dyy , dzy
V(M) = it ZE[xMx—FyMy—FzMZ]: T X+ 1t y+ T Z
Puis :
dVy(M) d [dxy ., dyy ., dzy | d?xy . d?yy . d%zy
M=——=— =
ar (M) dtg T T YrY T e *tae Yt ae ¢

6- Montrer que la vitesse et I'accélération de la balle par rapport au référentiel Galiléen,
exprimées dans R, s’écrivent :

dx
d—f’— Ym — ye)w
Ve (M) = d
ro (M) Ve + —;:I + (xy — x5)w
0 R
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d?xy d
—Vew +—— — (xy — x5)w? — 2w yM\

B I/ dt? dt
ag,(M) = d?yy dxy
0 R
On calcule :
M) = =—[0G +GM
Viy (M) dtg,  dtg [06 + 6M]
d .
dtR [xX60Xo + YgoYo + (xy — x6)X + Yy — ¥6)V 1
0
Avec:
d dxgo__, dygo_,
dtr, —— [xGoXo + Y6oYol = g ot gy Yo = Vey
Et:
S > dxy ,  dym dx y
dtn, — [(xy — x6)X + (Y — y6)Y] = i — X+ dt y+ (e — )dtRO + M —Ye) 57— dtRO
dxy , dym
:TX‘F dt y+ (xy — xg)wy — Yy — Yg)wX
Ainsi :
L dxy dyy .
Vg, (M) = V5y +Fx +FY + (oy — x5)wy — (Y — yg)wX
Ensuite :
dVg (M) d dxy dyy
ap (M) = 0 = VeV +—— X+ ——3 + (xpy — xg)wy — (Vi — Yg)0X
fo dtg,  dtg, L ¢ " dt dt e meoe
dy d?xy ., d?yy ., dxy dX dyy dy dxy . dyy dy
=V _ M _
GdtR0+ acz * T VT dtR0+ dt dtR0+ ac Y7 ar % + G x"“)wdtR0
( Yo dx
Ym — Vg )W dtRO

L, d%xy d’yy ,  dxy , dyy , dxy . dyy
=V _&m _
GO+ + dt2y+ ar @Y T Tar YT e Y T e

— (ym — Yo )w?y

—— wX — (xy — x5)w?%
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On écrit la formule de composition des accélérations :

ag,(M) = ar(M) + @, +
Avec:
dwR/Ro

—
aC

@, = ag,(G) +T*G_M + Wg/r, * (Or/R, «GM)

Ry

ac = 2R /R, * V(M)

7- Calculer 'accélération d’inertie d’entrainement a,,.

Onl'avualaquestion1:

aRO(G) = _VG(UJ_C)

Puis :

dWgr/r, o, dwz,

=——* [Cty = %)% + (yw = ¥6)7] =0

tRr, Ry
Puisque la vitesse de rotation est ici constante.

Ensuite :

@, + @+ O) = 5 (75 » [Coy —

xc)X + (Yu — ¥e)¥1)

= wZg * (wZg * [(xy — x6)% + Yy — YY)

= wZ * (wZ * [y — %)% + (Ym

= wZ * [(xy — X(,‘)(U}7 — (M —

/),

V6 )wX]

= —(xy — xc)wzf — (M — J’G)(U237

Donc:

Qe = —VewX — (xpy — Xc)wzf - (M — J’G)(U237

8- Calculer I'accélération de Coriolis a,.

Ona:

a; = 2wg g, * V(M) = 207 *

= 2wZ * —
at, 2w gl

X +

a—c)zzwz*[dt dt

(xp — x6)X + Yy — Y6) 1

dxy ,  dyy »] — 2w (dXM L, dyy 55)
dt dt
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9- En appliquant le PFD a la balle par rapport au référentiel Galiléen, montrer que I'on a :

2
Xm dym
—VG(A)+F— (XM—XC;)(UZ—Z(UW 0
d*yy dxy =10
dtz _(yM_yG)(U2+2(U dt 0 R
0 R
Le PFD s’écrit simplement :
mag, (M) = 0

Puisque I'on a négligé le poids, plus aucune force ne s’applique sur la balle.
ATlaide de la réponse a la question 6 on obtient le résultat demandé.

On prend comme conditions initiales :
xy(t=0)=0m
yu(t=0)=y; =8m

Ve(M,t = 0).x' = 5,56 m/s
Ve(M,t = 0).y' = 0m/s

On notera:
Axo
ag,(M) = (ayo)
a,o R’
Et:
Vxo
VRO M) = VyO
VZO R’

Ou R' = (0”,;’),37,7) est le repére R figé au moment du lancer de la balle. Le point 0"
correspondant au point 0’ au moment du lancer. R’ est donc associé a un référentiel Galiléen
(puisque fixe par rapporta Ry).

10- Montrer que 'ona:

5,56
VRO(M): VG—XG(U
R

0

A partir du moment du lancer on écrit :

Axo 0
ayO =10
a;o R’ 0 R’

Soit en intégrant :

Vo = K1
Vyo = KZ
Voo =K;

42



Soit:

dxy
ar m —ye)w = Ky
d
VG +%+ (xM _xG)(U = Kz
0 = K3
Avec les conditions initiales donnéeson a:
5,56 - K1
VG — xG(l) = Kz
0 = K3
Ainsi :
5,56
Ve, (M) = | Vg — xgw
0 R’

11- Décrire le mouvement de la balle par rapport au référentiel Galiléen.

Une fois lancée, la balle n’est plus soumise a aucune force, donc se déplace de maniere rectiligne
uniforme dans le référentiel Galiléen R,,.

D’apreés la question précédente, on voit que la balle se déplace a vitesse constante (5,56 m/s)
suivant I'axe ¥ au moment du lancer (x').
D’autre part, étant initialement tenue dans le camion, elle a également sa vitesse (V; — x;w)
suivant I'axe j au moment du lancer (y’) :

Ve —xgw

5,56 m/s

Rl

%‘l ._«u«._,.,...,,,f
1<

<

OH 7'

o
X

A partir du lancer, la balle conserve son vecteur vitesse par rapport au référentiel Galiléen R,,.
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12- En appliquant le PFD a la balle par rapport au référentiel du camion, montrer que 'on a:

d?xy, ) dyy
dt? Vew + (xy — x5)w? “7ar
ml d?yy | =m (Ym — yg)w? +m dxy
7 _Za) -
dt? 0 R dt
0 R 0 R

On part de I'’équation :

mag, (M) = m (ax(M) + @ +a;) = R

Et donc:
magr(M) = R — ma,, — mag,
Ou l'on fait apparaitre des « forces » d’inertie : centrifuge E) = —ma,, et de Coriolis i

Or la personne a laché la balle pendant cette étude donc R, = R, = R, = 0.

Ainsi :
dt? Vew + (xy — xg)w? dt
m| a2y, | =m M — Ye)w? +m| dxy |
dt? 0 R dt
0 R O R

On peut écrire le systeme de la fagon suivante :

d?x d
dtZM =2w ;24 + xyw? + Vow — xgw?
d*yu dxy
Jiz = 20—+ Yuw? — ysw?
Sil'on pose :
dxy
ar e
dym
ac - o
Ona:
AVym
/ dt \| 0 2w w? 0\ /Vam Vew — xgw?
| dVyM |= —2w 0 0 (1)2 VyM + _yGwz
dt 1 0 0 o0 Xm 0
Vam 0 1 0 0/ \Vu 0
Vym

= —ma,.
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Etl'on a les inconnues du probléme a résoudre :
Vim
Vym
XM
Ym

En posant:
w=1rad/s
Ve =15m/s
x¢=125m
Ye¢ =8m
Veu(t =0) =556m/s
Vym( =0)=0m/s

On obtient par calcul le graphique suivant :

B e S S o — S — T S

t(s)

13- Associer a chaque courbe une inconnue du probleme et expliquer pourquoi.

On a les inconnues suivantes et leur valeur initiale associée :

Vim Vmo 5,56
Vym | _ 0 B 0
xy |- 0O ] o
Ym Ve 8

Donc déja on sait que la courbe en bleu clair correspond a la coordonnée y,, de la balle par rapport
au camion, et la courbe en bleu foncé a la composante de vitesse V,,, de la balle par rapport au

camion.
On note que la coordonnée y,, ne fait que diminuer, la balle se déplace vers la droite dans le
camion. Donc la composante de vitesse V,,;, est négative, par déduction c’est la courbe verte.

Et finalement la courbe en rouge représente la coordonnée x,, de la balle.

La composante de vitesse V,,, augmente dans un premier temps a cause de la « force » centrifuge.
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14- Décrire la trajectoire de la balle vue du camion.

On a une déviation de la trajectoire vers la droite, due a la « force » de Coriolis :

Trajectoire de la balle vue du camion

10

ym (m)

-30
xm (m)

En fait la balle se déplace a vitesse constante par rapport au référentiel Galiléen (aucune force ne
s’exerce sur elle donc trajectoire rectiligne uniforme).

Mais ici on s’intéresse a la trajectoire de la balle par rapport au camion, donc qui n’est pas un
référentiel Galiléen, puisque le camion tourne. Ainsi le plancher se « dérobe » sous la balle au fur
et a mesure qu’elle avance.

Tout se passe comme si, dans ce référentiel, une force agissait sur elle et déviait sa trajectoire.
Mais en pratique il n'y en a aucune, c’est la combinaison du mouvement de camion et de la balle

par rapport au camion qui explique cette trajectoire.

Onale schéma:

s

y
La ligne en rouge et pointillés représente la trajectoire vue du camion, et en marron vue de la
route.
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On suppose désormais que la personne qui tenait la balle ne la lance pas, mais la lache juste. On
ne néglige dans ce cas-la plus le poids de la balle.
On note les coordonnées du point M et G dans le repere R sont notées respectivement : X, Y, Zy

et X6, Y626+
Les coordonnées du point G dans le repere R, sont notées : x;, Vo, Zgo-

15- Montrer que la vitesse et 'accélération de la balle par rapport au référentiel Galiléen,
exprimées dans R, s’écrivent:

dt

dym

d
( i Um — Ye)w
Vg, (M) = kVG +—+4 (xy — xc)w)

dt
dzy

dt R

dzxM dyym
—VGw + W - 20.)? - (XM - X(;)(I.)Z
2

N _ d YM dxM
ag,(M) = 70z + 2w Frate Yy — Vo) w?

dZZM /
dt?

Dans un premier temps on calcule :
v (M)—dOM— a [0G + GM]
RoX2 T dtg T~ dtp,

0

d — — e - - -
T [XGoXo + Y6oYo + ZcoZo + (xm — x6)X + Yy — ¥6)¥ + (zm — 26)Z]
R

0

Avec:

d . . . dxg_, dyc_, .
a [XGoXo + Y6oYo + ZcoZol = g ot Yo = Vey

0

Et:

T [(xp — x6)X + Yy — Y6)Y + (Zm — 26)7Z]
Ry

. dxM 5 dYM 5 dZM 5 dJ_C) d}_/) dZ
= qt X+ dt y+ at Z+ (xm xG)dtR0+(yM yG)dtR0+(ZM Zc)dtRO

dxM—> dyM—> dZM—> - 4
= X+ P y+ dt Z+ (xy — xg)wy — (Ym — V) wx
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Soit:

dxM
/ ar —(m —ye)w \‘
d
Vro(M) = [ Vg +%+ (xy — xg)w
dt R
Puis :
dVg, (M)
ag,(M) = ———
0 dtg,
d dxM dyM dZM N
" dig, [{ a ~ Om T yc)w}H{VG toar T _x‘;)w} { dt }Z]

d?xy  dyy ). (dxy dx d?yy  dxy ).
_{dtz “ar ¢ x+{dt ~Om = yG)a)}dtR0+ acz *ar “fY

d?xy dy L (dxy L (d?yy  dx .
={ M——Ma)}x—l—{ -y — yG)a)}wy—l—{dtzM+d—éww}y

dYM - dZZM -
{VG + - T + (xpy — xG)a)} wXx + T
d?xy dyy d?yy dxy, d?zy 2
{ dt? — 2w T Vew — (xp — xc)w X+ di2 w dr m — YG)(U y+ dt2

16- En appliquant le PFD a la balle une fois lachée par rapport au référentiel Galiléen, exprimé
dans R, montrer que I'ona:

d?xy, dym
— __2 — 2
VG(,() dt2 dt (xM XG)(IJ 0
dZyM d
— 4 20— — =(0
d?zy R
dt? R’

Ou R' = (0”,?,7,7) est le repére R figé au moment du lacher de la balle. Le point 0"
correspondant au point 0’ au moment du lacher. R’ est donc associé a un référentiel Galiléen
(puisque fixe par rapporta Ry).
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Seul le poids s’exerce sur la balle une fois lachée, ainsi le PFD nous donne :
mag, (M) = mg

Soit:
d*xy dym
—Vew + e —wa—(xM — xg)w? .
d?yy dxy . 0
ez T20—~Ou—yow = o)
dZZM / R
dt? R’

17- Quel type de mouvement a-t-on finalement ?

On a simplement un mouvement rectiligne uniformément accéléré (chute libre) puisque les

composantes de l'accélération sont :
Qxo 0
azo RI —g R,

xy(t=0))=0m

ym(t=0)=y;=8m
ZM(t: 0) = 1,5m

On prend comme conditions initiales :

Ve(M,t = 0).x' = 0m/s
Ve(M,t = 0).y" = 0m/s
Ve(M,t =0).2' = 0m/s

18- Montrer que les composantes de vitesse de la balle au cours du temps par rapport au
référentiel Galiléen, exprimées dans R’, s’écrivent :

0
VRO(M) = <VG - xGa)>
—gt R’

On a vu que 'on avait, des le moment du lacher:
QAyxo 0
a1 = () - ( 0 )
azo R’ —-g R

Puis en intégrant :

Vo = K1
Vyo = KZ
VZO = _gt + K3
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Sachant que :

dxy
ar VM — Ye)w
V.
o x0 dyM
Ve, (M) = | Vyo =1V + v + (xpy — x5)w
VZO R’ k dZM )
dt R’
Donc:
dxy
dar M —ye)w = K;
dym
Ve +W+ (xy —xg)w =K,
dz
t
En prenant les conditions initiales on a :
0=K,
VG - xG(l) = Kz
0 = K3

Puisque par exemple on a:
dx _
d—;”(t =0)=Ve(M,t =0).%=0m/s

Ainsi :
dxM
_ _ =0
dt m — ye)w
d
VG +%+(xM —xG)(lJ = VG — XgW
dzy
— = —gt
a9

Soit en fait :
0
Vg, (M) = <VG - xGw>

19- Décrire le mouvement de la balle dans le repére R,.

Une fois lachée, la balle n’est soumise qu’a son poids qui va modifier sa vitesse suivant 'axe
vertical (—gtZ = —gtz,). En revanche elle va conserver sa vitesse initiale suivant l'axe y au

moment du lacher (y").
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Ve

Le schéma de gauche est pris au moment du lacher de la balle.

Le schéma de droite est pris un instant plus tard. La balle continue sa trajectoire suivant le plan
(7, 7) puisqu’aucune force ne s’applique dans ce plan.

Ce que I'on ne voit pas sur les schémas, c’est le mouvement de la balle suivant I’axe vertical.

20- En appliquant le PFD a la balle une fois lachée par rapport au référentiel du camion,
exprimé dans R, montrer que I'on a:

/deM\ iy

| Cgtz I 0 /VGw + Za)—d:' + (xy — xa)wz\

| d Ym | — 0 +| dxM 5 |
dt? —g —de— + Yy — Yo )w
dZZM R t 0 .
dez / g

En partant de la relation :

mag, (M) = mj

Ona:
m [ap(M) + @ + ;| = mg
mag(M) = mg —ma,, — ma,
Or:

dzxM 5 dz}’M > dZZM 5
+ +
dt? * dt? Y dt? z

ag(M) =

Et avec I'aide de la réponse a la question 150ona:

/dzxM\ l
| dztz | 0 /I/G(U + Za)_ytl:w + (xM - .XG)(A)Z\
y
R

— M + | dx |
dt? —g —20—2 + (ym — Y ) w*
2 dt
d“zy 0
R
dt? / »
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21- Par rapport au cas ou la balle était lancée que se passe-t-il ?

Dans le cas ou la personne langait la balle on avait :

d?xy ) dyy
dt? Vew + (xy — xg)w? Y
mldfyy | =™ (m — ye)w? tmy X
dt? 0 R dt
0 R 0 R
Soit :
d*xy dym
e Vew + ZwW + (xy — xg)w?
d?yy | = dxy 2
W —20)74‘(}/1\4_3/(;)(1)
0 R 0 R

Ici on voit que I'on rajoute une troisieme équation sur I’axe vertical (on tient compte du poids cette
fois), completement découplée des deux premieres :

d?zy,
acz = 9
Qui correspond a une chute libre.
Une nouvelle fois en posant :
dxM
dym
e~ M
dzy
dt =‘/ZM
On peut écrire le systéeme sous la forme :
dVyem
dt ) v 2
dVyu 0 2w w= 0 0 O xM Vew — xgw
It 20 0 0 w? 0 0|[%m —yew?
dv _| 0 0 0 0 0 O0f|Vm N -g
dZM 1 0 0 0 0 0| xym 0
o 0 1 0 0 0 0)\yu 0
o 0 0 1 0 0 0/ \zy 0
yM
VZM
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Apreés calcul, on obtient le graphe suivant :

10

o 01 02 03 04 05 06 o7 o8 [+5-)

t (s)

22- Associer chaque courbe a une inconnue de notre probleme.
Les coordonnées de départ de la balle sont :

(Xmo0; Ymos Zmo) = (0;8;1,5)

D’apres le graphique on peut déja associer la courbe en violet a y,, et en vert clair a zy;.
Ensuite d’apres les équations on a :

d?zy
acz = 9
Soit:
AV,
T =97V =gt

Qui est donc une droite de pente —g, ce qui correspond a la courbe en rouge.

Ensuite on sait que la coordonnée x;, ne fait qu’augmenter au début, ce qui est le cas des deux
courbes en bleu. Mais on remarque que la courbe en bleu foncé correspond a la dérivée de la
courbe en bleu clair, la premiére est donc associée a V,, et la seconde a x.

Par déduction il reste la courbe en vert foncé qui correspond a V.

Onadonc:
Bleu clair : x;,
Violet : yy
Vert clair : zy,
Bleu foncé : V.,
Vert fonceé : Vy,
Rouge : V,y,
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Pour rappel :

Courbes obtenues dans le cas ou la balle était lancée :

Rouge : x),
Bleu clair : yy,
Bleu foncé : V,
Vert: Vyy

L’évolution des parametres est similaire dans les deux cas.

Le déplacement de la balle par rapport au camion est tout de méme différent puisque la vitesse

initiale n’est pas la méme.
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